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FUNDAMENTACION DE LA CALIFICACION DE EXCELENTE PARA LA TESIS DE 


DOCTORADO DE ROBERTO SUAREZ ANTOLA 


En la Tesis de Doctorado presentada por Roberto Suarez Antola 
se establecen las bases para Una descripción cuantitativa de la 
estimulación eléctrica de tejidos con electrodos externos, Y en 
general en condiciones inhomogéneas. Este es Un clásico problema 
de la fisiología que hasta ahora no había sido resuelto y que en 
los últimos años está adquiriendo gran importancia, tanto básica 
como clínico-médica. En la Tesis se revisa exhaustivamente toda la 
bibliografía sobre el tema. El trabajo de investigación realizado 
muestra yran originalidad y se obtiene una extensa cantidad de 
resultados novedosos. Se utilizan técnicas actuales, en particular 
de Física no lineal y de teoría de Sistemas Dinámicos. En general, 
este Tribunal consideró que este trabajo excede lo que es habitual 
en una Tesis de Doctorado, tanto por la cantidad de temas 
tratados, como por la creatividad del enfoque Y pot la 
trascendencia científica de los resultados obtenidos. La versión 
escrita de la Tesis muestra algunas carencias de organización y de 
presentación. A pesar de lo anterior, el gran valor y originalidad 
de la contribución realizada nos condujo a proponer la máxima 


calificación. 
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RESUMEN 


En este trabajo. ciertos problemas de la biología de los 
tejidos excitables son replanteados como problemas físicos y 
son estudiados mediante los conceptos y los métodos de la 
física no lineal. Se trata de un trabajo fundamentalmente de 
biofísica teórica, motivada por un conjunto de problemas 
origimados en el estudio del significado electrofisiológico de 
los “parámetros que se suelen emplear para caracterizar las 
curvas intensidad-duración de los tejidos excitables . 


Presentamos un análisis cualitativo de la dinámica del umbral 
para : membranas uniformemente polarizadas y analizamos en 


profundidad los diferentes conceptos de umbral local: de 
membrana. do 


Caracterizamos las geometrías del campo de corriente eléctrica 
generado por un electroda en el conductor de volumen 
equivalente z los tejidos par medio de desarrollos 
multipolares. Introdujimos el concepto de región de influencia 
del electrodo sobre la fibrá o el sincicio funcional blanco de 
la excitación, para poder efectuar un análisis modal mo lineal 
de las ecusciones de campo que describen la interacción entre 


el” teltdo (fibra a sinmcicio funcional) y el electrodo 
estimuludoar.— 


Introduez¿mwos 


ei conjunto de decaimiento, la pseudo variedad 
umbral Y el 


- cenjunto amplificador en el espacio de 
configureción tormado por las amplitudes de modo. Describimos 
la acción volarizante del electrodo mediante las proyecciones 
del factor de forma y analizamos el proceso de excitación en 
el espacto de configuración empleando la teoría de la 
estabilidad de las bifurcaciones de los sistemas dinámicoss 
obteniendo así ejemplos concretos y cuantitativos de la idea 
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descaatimiscción de modos al superar la correspondiente 
amplitud umbral (desestabilización “dura” de la amplitud 
ds lid al estado de reposo). 


Fund nentames los modelos clásicos de uno y dos factores para 


la excitación y esbozamos su generalización en un nuevo modelo 
de tres factores. La idea origimal de funcional de excitación 


resultó fundamental en todo ese desarrollo, así como el uso de 
los sistemas rompientes de Vogel, la linmealización de la 
dinámita en el conjunto de decaimiento y la aproximación de 
lafpseudo— variedad umbral por una variedad lineal.- 


Obtuvimos diferentes expresiones amaliticas para las curvas 
intensidad-duración de membranas uniformemente polarizadas 
(cap 111), Y para el caso tanto de fibras como de sincicios 
funcionales polarizados en forma no uniforme de tal modo que 
los parámetros globales del umbral utilizados en 
electrofisiología clínica se expresan en función de los 
parámetros locales utilizados en electrofisiología básica, de 
las dimensiones características del tejido (diámetro de la 
fibra, fracción de membranas y fracciones de volumen del 
sincicia funcional), de sus parámetros eléctricos 
(resistividad del citoplasma de la fibra, conductividades del 
continuo intracelular y del continuo intersticial del sincicio 
eléctricol,. y de las características del campo de corriente 
generado por el electrodo estimulador em el conductor de 
volumen equivalente a los tejidos. 


Además. introdujimos la distinción entre excitabilidad global 
y local, y entre respuesta eléctrica activa Y pasiva. 
Construimos uu modelo del sistema electrodo-tejidos 
considerada como dipaola eléctrico (en el sentido de la teoría 
de circuitos) en el que relacionamos la polarizabilidad de la 
interfase electrodo-tejidos con su dimensión fractálicas 
interpretando los parámetros de la impedancia de Drake. 

tralizamas las curvas intensidad-—-duración para pulsos 
estimuladores de Yoltaje controlado.Discutimos el incremento 
fisiclégicoa del umbral. Introdujimos el "electrodo manzana" 
coma representativa de los electrodos cóncavos. fnalizamos la 


propagación de un potencial de acción en (un sincicio' 


funcional. Empleamos uña adaptación del métédo de Kompaneyetz 
y la teoría de perturbaciones singulares para tener en cuenta 
los procesos de activación y de recuperación en las membranas 
excitables. Mediante el empleo del concepto de frente virtual 
relacionamos la -velocidad de propagación con la curvatura 
media del frente, con las procesos de activación Y 
recuperación, Y com las propiedades de heterogeneidad Y 
anisotropís ital coma aparecen expresadas en el tensor de 
dispersión eléctrica de las membranas), en condiciones de 
propagación able y autosostenida del potencial de acción. 
Exploramos relaciones entre la curvatura media crítica 
para un frente convexo y las dimensiones criticas de la región 
de despolarización inicial, a partir de la cual se genera el 


potencial de acción, conectando de esa forma la posibilidad de 
a estable con la posibilidad de generación del 
potenciel de acción. Discutimos la generalización de la idea 


de tamildas e estados umbral mas allá del 
la €estiwuelación eléct 


electrodos ext" 
constantes des” 


marco formado par 
rica de fibras Y  sincicios mediante 
lares. Obtuvimos una estimación para s 


la 
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despolarizados por microelectrodos internos. Planteamos * la. 
aplicación del -concepto de familias de estados umbral paraiso 
estudio de la influencia “sobre el proceso de excitación, en 
una fibrao enun sincicio funcional, de una distribución. 
espacial arbitraria del voltaje transmembrana y de las: 
variables de activación. recuperación y adaptación, originada: 
en una: distribución espacio-temporal de acciones sinapticas, 
en la. actividad de grupos .de células marcapasos en 
potenciales de campo producidos por la interacción eléctrica 
entre células vecinas o a través de la acción de mediadores 
quimicos de acción difusa distribuidas en el espacio 
interfficial, en la actividad'de focos ectdpicos, etc. 


A lo larga de toda el desarrollo y la discusion final hemos 
relacionado los resultados teóricos con los datos 
experimentales O de simulación digital. De lo expuesto se 
desprende que generalmente ha habido buen acuerdo entre la 
teoría y el experimento. No obstante, la confirmación 0 
rectificación de varios de estos resultados teóricos exige una 
contraparte experimental que hasta el momento parece no estar 
disponible. Es mecesario, entonces, diseñar y llevar a cabo 
experimentos nuevos. Álgo de esta ya se ha comenzado a llevar 
a Cabo para el casa de las fibras. 


Además de la que se refiere a nuevos experimentos, queda 
todavía mucha trabajo por hacer explorande las consecuencias 
de los resultados analíticos obtenidos, apoyándose ahora en 
procedimientos de calculo numérico y en técnicas de simulación 
digital. Esto es particularmente cierta para los resultados 
sobre la propagación del potencial de acción. 


La idea de la región de influencia del electrodo y el empleo 
del metódo de Kompaneyetz comllevya ciertas limitaciones QUe. 
par un lada, nos condujeron a estudiar la polarización de la 
zona blanca justa hasta el umbral, y por el otro nos 
condujeron a considerar la propegación de un potencial de 
scción plenamente. desarrallado. GueddÁ fuera del alcance de 
nuestro análisis Va descripción detallada de la transición 
entre un potencial de acción incipiente, que emerge de lo que 
hubiera sida una respuesta local, y un potencial de acción que 
se propaga ya en forma estable, en su plenitud. Este es un 
tema fundamental para estudiar en el futuro. 


No cbstante, a través del presente trabaja se han aclarado 
varias Cuestiones electrofisiocidgicas que permanecieran 
confusas ourante muchos anos. Asimiemo se tienen nuevas Dases 
para el  desarrallo de una tecría fisicomatematica de la 


estimilación eléctrica de tejidos biológicos —tanto fibras 
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Esta memoria intenta contribuir a una mejor comprensión de algunos aspectos 
de la excitación y la propagación de la actividad eléctrica en los tejidos biológicos 
estimulados por electrodos extemos. 


Comprende una introducción, siete capítulos, una discusión final - durante la 
cual se obtienen todavía algunos resultados nuevos - y un epílogo. 


Los capítulos se indican mediante números romanos: 1, 1, Il, etc. Cada uno 
de ellos se encuentra dividido en secciones o partes, que se indican con letras 
mayúsculas: A, B, C, D, E, etc. Algunas de las secciones son bastante extensas. Al 
final de una sección pueden aparecer una o más notas donde se aclara algo o se 


esboza un desarrollo adicional que se considera secundario respecto del curso 
principal del texto. 


Las figuras se numeran y asignan en relación a cada capítulo. Aparecen juntas 
al final del capítulo correspondiente. Cuando en un capítulo se cita una figura del 
mismo capítulo, se hace referencia solamente a su número (la fig. 11, por ejemplo). 
Cuando en un capítulo se hace referencia a una figura perteneciente a otro capítulo 
se indica el capítulo en cuestión y el número de figura (la figura 1.11, por ejemplo). 
Algunas figuras se han subdividido: p.e. fig. 11(a), fig. 11(b), fig. 11(c), etc. Esto 
se ha hecho cuando por alguna razón una unidad gráfica debió ser descompuesta en 
subunidades, tales que cada una de esas partes constituye una figura en sí pero 
adquiere su sentido pleno solo formando parte del conjunto. 


Las fórmulas se numeran dentro de cada sección y se asignan a la sección, no 
al capítulo. Entonces cuando en un capítulo se hace referencia a una fórmula del 
mismo capítulo y de la misma sección, se cita solamente a través de su número (la 
fórmula o ecuación [10], por ejemplo). Cuando se cita una fórmula de otra sección 
del mismo capítulo se hace referemcia a la sección y al número de fórmula (la 
fórmula (D) [10], por ejemplo). Cuando se cita una fórmula de otro capítulo, se 


cita el capítulo, la sección y el número de fórmula (la fórmula 11! (A) [10], por 
ejemplo). ' 


Las referencias bibliográficas se pusieron todas juntas al final de la obra, 
ordenadas alfabéticamente por el apellido del primer autor y en orden cronológico 
directo. Se citan el apellido o apellidos de los autores, el año de la publicación y los 
editores si se trata de un volumen colectivo. Así: Scott, 1977; Amiel, Besson y 
Lehmann, en Aubert y Hector (eds), 1985, a vía de ejemplos. En el caso de la cita 
de Amiel, Besson y Lehmann, deberá buscarse por el apellido Aubert 
correspondiente al primer editor. 


Prólogo 5 


Como se desprende de la propuesta de tesis aprobada, en principio se planteó : 
desarrollar un trabajo fundamentalmente teórico, partiendo de la revisión crítica de -- 
numerosos resultados experimentales y de mi experiencia personal en algunos : 
aspectos de la electrofisiología básica, la electrofisiología clínica y el diseño de: 


electrodos estimuladores. 


Tuve la suerte de descubrir dos ideas básicas - la región de influencia del 
electrodo y el frente virtual del potencial de acción - que hicieron posible una 
aproximación analítica, simple y relativamente completa, a los problemas de la 
excitación y la propagación cuyo estudio se había previsto en el marco de la 
estimulación eléctrica mediante electrodos extracelulares. 


Pero, como decía P. Valéry, "lo simple es falso y lo que no es simple no es 
útil". Es por eso que he procurado en la medida en/que me ha sido posible, 
presentar resultados cuantitativos simples de forma tal que lo que tengan de falso 
pueda ser averiguado mediante experimentos apropiados o estudios de simulación 
digital, según el caso. 
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INTRODUCCION 


Problemas de la excitación 
Problemas de la propagación ' 


CAPITULO 1 El SISTEMA ELECTRODO-TEJIDOS 


(a) 


(E) 
(0) 


(D) 


(E) 
(F) 
(6) 


(H) 


La estimulación electrica de tejidos mediante electrodos. 


extracelulares: el sistema electrodo-tejidos 
Excitabilidad local y excitabilidad global 

Las curvas intensidad-duración y los modelos clásicos 
de uno y dos factores 

Respuestas eléctricas “activa Y pasiva. El sistema 


electrodo-tejidos como dipolo equivalente. El 


incrementa fisiológico en las variables globales 

del umbral 

Modelo de la respuesta eléctrica pasiva 

La funcional de excitación 

Respuesta electrica pasiva y funcional de excitación: . 
una aproximación fenomenológica a las curvas intensidad 
duración para el umbral global de voltaje 

Revisión de resultados obtenidos.-— Los tres problemas 
fundamentales de la estimulación eléctrica de tejidos 
mediante electrodos extracelulares 


CAPITULO 11 _ ASPECTOS TOPOLOGICOS DE LA DINAMICA DE LA 


(0) 
(E) 
(0) 
(D) 


(E) 


MEMBRANA EXCITABLE UNIFORMEMENTE POLARIZADA 


El problema del umbral para las membranas uniformemente 
polarizadas 

Excitabilidad local y camales iónicos 

Variables de activación, variables de recuperación y 
variables de adaptación. El metodo de los sistemas 
reducidos para el estudio de los problemas del umbral 
Topología del umbral para membranas uniformemente 
polarizadas 


Tres clases de modelos matemáticos para los fenómenos del 


umbral. Sistemas rompientes y umbral 


CAPITULO 111 _ MODELOS DE LAS CURVAS INTENSIDAD-DURACION 


(8) 


PARA LA MEMBRANA EXCITARLE UNIFORMEMENTE 
POLARIZADA 


Fundamentación de la versión de Fitzhugah-Young de la 


teoría clásica de dos factores, para la excitación de una 


membrana uniformemente palarizada 
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(B) Efecto del tiempo de activación de la conductancia del 
sodio sobre las variables locales del umbral: el modelo: 
de Fishman. 

(C) Efecto del retardo en. E activación de la conductancia 
del sodio sobre sobre «los parámetros de la excitabilidad 
local: construcción de un modelo con distribución e 

- continua de tiempos: de * “retardo empleando la hipótesis de 
Knigth sobre el vator: Crítico de la variable de 
activación 

(D) Efecto de la retroalimentación de la variable de 
activación sobre el -umbral 
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E (E) Aproximación mediante sistemas rompientes a una teoría de 
tres factores de la excitación, para membranas 
uniformemente polarizadas 


O ¿E CAPITULO 1Y _ FUNDAMENTOS PARA UNA TEORIA ANALITICA DE LA 
o EXCITACION DE FIBRAS POR ELECTRODOS EXTERNOS 


: 5 . Ed : E A - 
(A) El flujo de corriente electrica cuasi-estacionaria en el 
conductor de volumen correspondiente a los tejidos 


) 
¡Ml (B) La polarización de una fibra en un campo de corrientes 
) 
) 


biológicos 
electricas exógeno: ecuaciones de campo. Función 
actiyvante de Rattay y factor de forma. Electrodos fluidos 
y condiciones de borde 
(€) Aproximeción por análisis modal no lineal a la dinámica 
. del umbral. El intervalo de influencia y los "polos 
L fisiológicos" 
(D) El desarrollo multipolar del potencial y el factor de 
L forma del sistema electrodo-fibra 
) (E) Revisión de resultados obtenidos 
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CAPITULO V _ EXCITACION DE FIBRAS POR ELECTRODOS EXTERNOS 1 


da (A%2 La ecuación de Nagumo-Rattay. Umbrales estabilidad y 

(0 bifurcaciones para las soluciones de la ecuación de 
Nagumo. La longitud límite de Rushton y el umbral para la 
estimulación con microelectrodos intracelulares. 
Limitaciones de los teoremas acerca del umbral en el caso 
de la estimulación por electrodos extracelulares 

(Br Análisis modal para la ecuación de Nagumo-Rattay . 
Dinámica del modo uno desacoplado, bifurcaciones y 
amplitudes umbral. La familia de estados umbral definida 
a partir del moda dominante. 

(21 Fundamentación de la teoría de un factor de Elair. 
Deducción de la fórmula de Lapicque-Hill. Variables 
alctales del umbral y parámetros del sistema 
electrodo-fibra. 

(Di Farámetros alobales del umbral para la cinética cúbica. 

: Aproximación cuadrática a la cinética en el conjunto de 
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umbral de los pulsos catédicos cuando la duración 
aumenta. 

(E) Eliminación adiabática de modos. Renormalización de la”;. 
ecuación de evolución del modo dominante. Bloqueo anódico 
por el cátodo y excitación anódica de cierre ] Si 

(F) Descripción topológica de la dinámica del umbral. 
Excitación anódica de cierre y bloqueo anódico por el 
cátodo, nuevamente. Familia de estados umbral y 
comparación de electrodos 


CAPITULO VI _ EXCITACION DE FIBRAS POR ELECTRODOS EXTERNOS 11 


(A) Efecto de una variable de recuperación: las ecuaciones de 
Fitzhugh- Nagumo-Rattay. Análisis modal y topología del 
umbral. Ecuaciones de Bonhoeffer-van der Pol. Excitación 
anódica de apertura y excitación catódica de apertura 

(E) Fundamentación de la teoría clásica de dos factores para 
la excitación de una fibra mediante un electrodo activa 
externo é 

(C)> Efecta de una variable de activación: topología del 
umbral para una cinetica basada en el modo uno. Cálculo 
de los valores críticos mediante un modelo sencillo para 
las densidad de corriente iónica y la cinetica de 
activación : 

(D) Efecto del retardo en la activación de la conductancia 
del sodio sobre los parámetros globales de la 
excitabilidad: modelos con distribución contínua de 
tiempos de retardo. ; 

(E) Bases para una teoría analítica de tres factores de la 
excitación para fibras estimuladas por electrodos 
externos : 

(F) Electrodos fluidos y sistemas de 
estimulación relacionados. La regla de Lapicque y 
Laugier. La ley del coseña de du Kois Reymond 
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O CAPITULO VII _ BASES PARA UNA TEORIA ANALITICA DE LA 
EXCITACION Y PROPAGACION DEL POTENCIAL DE 
¡ACCION EN SINCICIOS FUNCIONALES 


(6) La teoría de kidominios y los modelos de campo para el 
estudio de la excitación y la propagación en sincicios 
funcionales 

(B) La familia de estados umbral para un sincicio funcional 
tridimensional, homogéneo e isátropo. Regiones de 
influencia y amplitudes umbral. Determinación de la 
región de influencia de un electrodo externo. 

(2) La fáérmula de Lapicque-Hill para la excitación eléctrica 
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(D) 


(E) 


(F) 


(de un sincicio homogéneo. e isótropo. Desarrollo 


multimodal de la excitación. Sincicios heterogéneos y 
anisótropos: ideas para. el estudio de los fenómenos del 
umbral. Las fórmulas intensidad umbral versus duración 
cuando el tejido excitable es heterogéneo y anisótropo. 
Bloqueo anódico por el cátodo: su imposibilidad en 
sincicios homogéneos «con anisotropía igual 

Velocidad de propagación del pulso rápido y del pulso 
lento en un bidominio anisótropo pero homogéneo, cuando 
el frente de onda es pláno: método de Kompaneyetz y 
método de perturbaciones singulares 

Velocidad de propagación y curvatura del frente del 
potencial de acción en un continuo excitable 
tridimensional. Heterogeneidad y anisotropía: el concepto 
de frente virtual 

Recapitulación de: resultados obtenidos sobre sincicios 
funcionales 


DISCUSION FINAL Y EPILOGO 


(A) El factor tiempo en la excitación 

(B) La reobase y la carga umbral límite para fibras y 
sincicios funcionales. Excitabilidad glokal y electrodos 
cóncavos 

(C) Las curvas intensidad-duración para la estimulación de 
fibras por medio de microelectrodos intracelulares. 
Fibras compuestas 

(D) Familias de estados umbral. Relaciones entre excitación 
y propagación del potencial de acción en sincicios 
funcionales 

(E) Epiloga 
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INTRODUCCION 


“Comprender .es, ante todo, unificar” 
Ay As Camus” 


Como se dijo en el Prólogo, éste es un tipo de trabajo 

fundamentalmente de  biofísica teórica. En él. ciertos” ..: 
problemas de la biología de los tejidos excitables son y 
replanteados como problemas físicos y son estudiados entonces 
mediante los conceptos y los métodos de la física no lineal 
contemporánea. 
Fue motivado por un conjunto de problemas, que todavía 
permanecían abiertos, originados al estudiar el significado 
Co la falta de significado) electrofisiológico de los 
parámetros que se suelen emplear para caracterizar las curvas 
intensidad-duración de .los tejidos excitables, estimulados 
por electrodos externos a las células excitadas. La 
estimulación eléctrica extracelular posee en sí misma un 
considerable interés fisiológico y médico, tanto en el caso 
de ser aplicada al tejido nervioso o al muscular esquelético 
(intentando su estimulación diferencial) como cuando se 
aplica al miocardio o al músculo liso visceral. Además, la 
presencia del electrodo estimulador y las interacciones que 
se producen entre el electrodo y los tejidos biológicos 
originan una situación que se presta para ser estudiada desde 
el punto de vista físico-matemático. 


a 
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Las interacciones entre el electrodo y los tejidos se 
tienen debidamente en cuenta en este trabajo enfatizando y 
desarrollando el concepto de sistema electrodo-tejidos como : 
marco general en el que se insertan todas las demás 
Ú consideraciones, problemas y resultados. 


De. hecho, sin dejar de ser un trabajo de biofísica, se 
ha inspirado en ciertos aspectos de la teoría de sistemas 
(Klir, 1969; Bertalanffy, 1971), particularmente en lo 
concerniente a su aplicación al estudio de los sistemas 
fisiológicos (Talbot y Gessner, 1973). 


La ¡investigación de los diferentes sistemas electrodo- 
tejidos, desde el punto de vista fisicomatemático, conduce a 
resultados que poseen interés desde el punto de vista de la 
ingeniería médica. Si bien los aspectos de ingeniería son 
secundarios frente a cuestiones electrofisiológicas centrales 
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obtenidos sobre estas últimas, junto con el modelo de sistem 
electrodo-tejidos como dipolo eléctrico equivalente (que se 
construye en el primer capítulo) y con la caracterización 
multipolar del campo de corrientes generado por los: 
electrodos (que se analiza en el capítulo cuarto), creo. que. 
se tiene un punto de partidas un poco mejor para discutir 
varios problemas prácticos de ingeniería médica y clínica. 


Entre ellos puede mencionarse el problema de la forma de” 


pulso óptima para la estimulación, los problemas de diseño de'. : 
los electrodos . considerados como interfases entre. .. el. 


dispositivo electrónico estimulador y los tejidos biológicos, .. 
el problema de la impedancia del sistema electrodo-tejidos,. 
así como los problemas que «se plantean en la interpretación 
de las modificaciones de la curva intensidad-duración 
producidas en un mismo sistema electrodo-tejidos o al 
comparar entre sí diversos. sistemas. 


Antes de pasar a considerar los objetivos especificos de 
esta investigación, revisaremos brevemente los antecedentes 
de la misma, así como los principales problemes abiertos que 
la motivaron. Esto nos dará una visión de conjunto que 
posteriormente será ampliada durante el desarrollo de cada 
tema en particular. 


Clasificaremos los problemas a abordar en dos 


"categorías: problemas de la excitación y problemas de la 


propagación del potencial de acción. Esto refleja bastante 
bien los dos puntos de vista a partir de los cuales se han 
efectuado la mayoría de los trabajos sobre la actividad 
eléctrica de los tejidos, exceptuando los (escasos) trabajos 
acerca de la génesis y la evolución de la denominada 
respuesta local cuando ésta se produce asociada auna 
polarización localizada del tejido excitable (Hodgkin, 1938) 
y puede, en consecuencia, transformarse en un potencial de 
acción propagado. 


(A) Problemas de la excitación. 


Los primeros estudios electrofisiológicos sobre la 
excitabilidad eléctrica de los tejidos se efectuaron 
utilizando electrodos estimuladores extratisulares y 
relativamente grandes. 


Los antiguos electrofisiólogos buscaban, lo mismo que 
los contemporáneos, una caracterización paramétrica de la 
excitabilidad tisular: el electrodo presentaba - y presenta -— 
un rol secundario frente al tejido, verdadero objeto del 
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estudio. 


Pronto los resultados de los experimentos pusieron “en. 
evidencia la importancia de la interacción entre el electrodo - 
estimulador y los tejidos. Haremos referencia a ésto, en 
forma conveniente, utilizando el concepto de sistema. 
electrodo-tejidos ya mencionado. 


De los parámetros que se utilizan para caracterizar la. 
excitabilidad tisular algunos, como la carga umbral límite o ' *' 
la reobase, dependen en forma muy evidente de parámetros 
geométricos externos al tejido, como lo es la distancia entre 
el electrodo y el tejido. No obstante la forma cuantitativa 
precisa de esta dependencia no ha sido debidamente 
establecida. 


Aún la constante de tiempo, estrechamente vinculada con 
la cronaxia, lejos de ser una medida de tiempo intrínseca del 
tejido excitable, resulta ser función de numerosos parámetros 
extratisulares, tales como las dimensiones y forma de- la 
cabeza del electrodo estimulador, de su distancia al tejido 
excitable, del modo de estimulación utilizado - corriente 
controlada o voltaje controlado - cuando el electrodo es 
polarizable, de la forma del pulso estimulador, etc. 


Como consecuencia, parámetros tales como la reobase y la 
cronaxia, que se introdujeron buscando caracterizar la 
excitabilidad eléctrica de los tejidos, deben ser concebidos 
como propiedades del sistema electrodo-tejidos considerado 
como un todo. 


Por su parte, los modelos matemáticos lineales de la 
excitación, como el de Lapicque-Weiss (Lapicque, 13926), el de 
Blair, el exitoso modelo de Hill y sus posteriores 
extensiones (Katz, 1939; Rashevsky, 1960> fueron 
desarrollados para ser aplicados en el estudio del umbral de 
estimulación de preparados neuromusculares excitados mediante 
electrodos externos, incluso mediante los electrodos fluídos 
de K. Lucas. 


Pero las variables de estado y los parámetros empleados 
en estos modelos no tenían una interpretación clara: mientras 
que algunos parámetros parecian depender de propiedades 
globales del «sistema electrodo-tejidos, otros parámetros 
parecían depender fundamentalmente de propiedades del tejido 
excitable mismo. 


Aunque en -la época en que fueron formulados (décadas del 
veinte y del treinta de este siglo) no se lo reconocía né se 
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-:lo comprendía. claramente, estos 


clásicos de la excitación, se debísn utilizar cuatros 
. parámetros, ajustables en forma independiente a partir de los: 


fenonenológicos son modelos de la excitabilidad. del Sistona 
sontiderados .en. esta obra. 


Además, para obtener una descripción. razonablemente. 
completa de los fenómenos del umbral mediante los modelo 


podían ¿fsctusres sobre los fenómenos del umbral en el mismo.” 
preparado, pero en escenarios diferentes a los .utilizados.*: 
para estimar los valores de los parámetros, debe reconocerse 
que con cuatro parámetros independientes y ajustables a las **' 
mediciones de las curvas intensidad-duración, puede ser 

difícil demostrar que de hecho el modelo no se ajusta a los ' 

datos experimentales: es decir, se degrada su falsabilidad en -. 
el sentido de Popper. ¿ 


Este es un problema que de una forma u otra aparece 
siempre al construir modelos matemáticos de sistemas 
complejos. Por eso en análisis compartimental se recuerda tan 
a menudo la afirmación, atribuida por algunos a Cauchy y por 
otros a Bertrand: "Deme cuatro exponenciales y le dibujaré un 
elefante, deme usted cinco y lo haré caminar" 


El desconocimiento que existía, durante la primera mitad 
de este siglo, acerca de los fenómenos no lineales de 
membrana que subyacen a toda manifestación de la 
excitabilidad, por un lado, y la insuficiencia del desarrollo 
de mé todos fisicomatemáticos para estudiar sistemas dinémicos 
con parámetros distribuídos, por otro lado, impidieron la 
continuación del estudio cuantitativo, més en profundidad y 
desde un punto de vista físico, de la excitabilidad de los 
tejidos estimulados mediante electrodos externos . La 
situación de los modelos matemáticos de la excitación a 
principios de la década del cuarenta fue resumida en forma 
brutal por Beutner en su artículo sobre bioelectricidad del 
primer tomo de la enciclopedia de Glasser (1943) "los 
intentos de deducción matemática de las curvas intensidad- 
duración muestran la inutilidad de la matemática superior en 
los problemas biológicos cuando las causas físicas 
subyacentes no han sido clarificadas por expertos modelo". 


Entonces, a fines de la década del cuarenta la 
investigación electrofisiológica básica se reorienta hacia el 


estudio experimental de los fenómenos no lineales de 
membrana, empleando la técnica de fijación de voltaje y los 
microelectrodos «celulares que recientemente habían sido 
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introducidos en fisiología. De este modo se. pudo estudiar. la ;:: 


membrana en condiciones de polarización uniforme, en. 
oposición a la polarización esencialmente no uniforme 
provocada por los electrodos extratisulares (Cole, 1972; -: 
Patton, Fuchs, Hille y otros, 1989). 


No obstante, las dificultades , que presentaban ciertos 


_—preparados para ser despolarizados .en forma espacialmente - 
uniforme (como es el caso de las :fibras de Purkinje del 


sistema de conducción del corazón) durante experimentos que. 
involucraban excitación por medio de microelectrodos 

intracelulares, condujeron a un renacimiento del interés de 

los electrofisiólogos básicos en el efecto de la polarización 

no uniforme sobre el umbral, a principios de la década del 

setenta (en este caso se trata de una despolarización de la 

fibra que se atenúa progresivamente hacia uno y otro lado, al 

alejarnos del microelectrodo intracelular). La necesidad de. 
hallar una explicación a los sorprendentes resultados de 

estos experimentos, condujo a que algunos autores 

reintrodujeran el viejo concepto de longitud límite debido a 

Rushton (Fozzard y Schoenberg, 1972; Noble, 1872), y motivó 

el notable trabajo, tanto analítico como computacional, que 

aparece en el capítulo final del libro clásico de Jack, Noble 

y Tsien (1983) sobre el flujo de corriente eléctrica en 

células excitables. Pero el objetivo último continuó siendo 

la investigación de las propiedades no lineales de las 

membranas, buscando su reducción al nivel molecular. 


Debe tenerse presente que los nuevos conceptos sobre el 
umbral para tejidos despolarizados en forma espacialmente no 
uniforme por microelectrodos internos, fueror ¡introducidos 
para facilitar la persecución de este objetivo último, 
ayudando al diseño y a la interpretación de nuevos y mejores 
experimentos. 


Cuando al comienzo de la década del ochenta surgieron 
las nuevas técnicas de investigación de los procesos de 
membrana -en particular el patch-clamp (Sakmann y  Neher, 
1983) - la atención de los investigadores pudo dirigirse por 
fin, casi «sin trabas, a los canales ¡iónicos mismos. No 
obstante, los procedimientos de bloqueo eléctrico de fibras 
nerviosas, las técnicas de anestesia local guiadas por 
estimulación eléctrica y el desarrollo de los marcapasos para 
la estimulación eléctrica del - miocardio, las fibras 
nerviosas, los músculos esqueléticos y los músculos lisos, 
condujeron aun replanteo, ahora desde un punto de vista 
terapéutico, del problema de la estimulación eléctrica por 
medio de electrodos extratisulares relativamente grandes. 
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Este desarrollo se efectuó - y se efectúa aún - 
medida en forma empírica y con escasa conexión 
electrofisiologísa básica. 


con 


excitación de los sistemas electrodo-tejidos 
descubrieron - y redescubrieron  - . varios hechos:* 
electrobiológicos . Por ejemplo: el bloqueo anódico causado”. 
por el cátodo , la excitación (catódica)de cierre provocada. 
por el ánodo, el redescubrimiento del conjunto de hechos que 
Lapicaue y  Laugier resumieron en su ley enpírica de 
excitabilidad según la cual la cronaxia y la reobase 
generalmente varían en sentido inverso, así como las 
diferencias, todavía no explicadas en forma. satisfactoria, 
entre las cronaxias obtenidas por estimulación extratisular y 
las obtenidas estimulando mediante microelectrodos 


A] intracelulares, etc. 


Algunos de estos hechos (como el bloqueo anódico por: el 
cátodo y la excitación (catódica)de cierre por el ánodo) han 
podido ser reproducidos recientemente mediante técnicas de 
simulación digital ab-initio aplicadas a modelos matemáticos 
de fibras amielínicas (Rattay, 1987). Pero solamente a través 
de una teoría analítica del proceso de excitación se puede 
capturar en forma relativamente simple y completa la 
intrincada relación entre variables y parámetros que subyace 
en éstos y otros fenómenos propios de los sistemas electrodo- 
tejidos. Rubinstein y Spelman (1988) fueron al parecer los 
primeros en publicar una aproximación analítica al problema 
de la estimulación de fibras nerviosas por electrodos 
externos que tiene en cuenta en forma correcta la propagación 
electrotónica de la polarización. Emplearon la ecuación del 
cable lineal clásica y algunas suposiciones ad-hoc. 


Asimismo se fueron _ perfilando otros problemas. 
O fundamentales relacionados con la ¡interacción entre el 
electrodo estimulador y los tejidos excitables. 
Entre estos problemas són no resueltos se encuentra el efecto 
de la forma del electrodo sobre el proceso de excitación de 
los tejidos. Este último problema, surgido en el contexto de 
la estimulación cardíaca aguda (Laplantif, 1983), resulta 
particularmente interesante porque su planteo mismo parece 
involucrar ya algunos de los aspectos. mas profundos de la 
estimulación eléctrica de los tejidos. 
Una vía de abordar en forma experimental la cuestión del 
efecto de la forma del electrodo «sobre el umbral de 
estimulación tisular, por lo menos en el caso del miocardio, 
consiste en comparar lo que sucede durante la estimulación 
eléctrica crónica, por un lado cuando el electrodo 
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estimulador posee la forma convexa usual, y por. otro lado 
cuando posee una forma .cóncava no convencional. : a 


En el caso del miocardio, la formación de un casquete de 
tejidos no excítables, que acompaña la implantación crónica 


nuestro país (Fiandra, Suárez Ántola, Griego y otros, 1985) 
ad E donde posteriormente condujo a una patente de invención 
(Fiandra y Suárez Ántola, 1987) y finalmente al desarrollo 
del concepto general de electrodo cóncavo (Suárez Ántola, 
1992; Suárez ÁAÁntola, Griego y Fiandra, 1994;Suárez Ántola, 
1994a; Suárez Antola y Ártucio, 1994) que también aparece en 
la presente obra. 


y 
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Por su parte, la estimulación eléctrica de tejido 
nervioso comenzó a desarrollarse en forma més intensa a 
principios de la década del setenta, aprovechando la 
tecnología de los marcapasos cardíacos (Lazorthes y Upton, 
1986). Asimismo, se ha venido desarrollando en forma intensa 
la estimulación directa tanto del músculo liso (vejiga e 
intestino) como de músculo esquelético (diafragma y músculos 
del aparato locomotor). 


Como consecuencia de los problemas que plantea la 
estimulación eléctrica extratisular de nervios y de músculos 
esqueléticos, recientemente ha renacido el interés en 
investigar desde el punto de vista fisicomatemático el 
proceso de excitación de fibras mediante uno o más electrodos 
puntuales extratisulares (Rattay, 1987; Rubinstein y Spelman, 
1988; Jaw, Yen, Tsao y Yu, 1991; Meier, Rutten, Zoutman, Boom 
y Bergveld, 1992). Este tema se relaciona estrechamente con 
el del efecto de la forma del electrodo sobre el umbral, 
puesto que es en última instancia la geometría del. campo de 
corrientes eléctricas estimuladoras la que, en ambos casos, 
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) condiciona el desarrollo del proceso de excitación. 

E] En mi tesis anterior del Pedeciba (Suárez Ántola, 1991) 
3 introduje el concepto de familia de estados umbral con el 
z propósito de describir más bien cualitativamente algunos 
3 aspectos particularmente complejos del proceso de 
3 estimulación eléctrica del miocardio por electrodos externos. 
> Un examen de este concepto sugiere que debería poder ser 
a desarrollado en sus aspectos cuantitativos y extendido a toda 
j=- clase de tejidos excitables, incluyendo fibras nerviosas y 
Í musculares esqueléticas. 
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del electrodo, pone en evidencia una diferencia significativa: 
en el comportamiento del umbral entre uno y otro. tipo de: 
Ra electrodo. Esto fue investigado experimentalmente en 'Francia:: 
o (Amiel, Besson, y Lehmenn, 1985) y en forma simulténea. en 
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En suma, los datos experimentales acumulados hasta. este; 


momento, el conocimiento que se posee sobre las leyes de'los* 
fenómenos no lineales de membrana y «sobre el flujo “de! 
corriente eléctrica en los tejidos, así como las técnicas'. 


disponibles para analizar desde el punto de vista matemático ." ” 


los sistemas no lineales con parámetros distribuidos hacen 


posible un reexámen crítico de los modelos clásicos de -la-., 
excitación, así como el encare del desarrollo de nuevos y. 


mejores modelos matemáticos del sistema electrodo-tejidos. 


(2) Problemas de la propagación 


En la década del cincuenta, los trabajos de Hodgkin y 
Huxley sentaron las bases para una nueva teoría de la 


excitación y la propagación del potencial de acción en las 
fibras nerviosas. 


Este enfoque, completado para fibras de otros tejidos 
por numerosos investigadores en las décadas del sesenta y del 
setenta, y simplificado al máximo en su formulación 
matemática en las ecuaciones de Fitzflugh y Nagumo, originó 
numerosos trabajos sobre la propagación de la actividad 
eléctrica en medios excitables unidimensionales desde la 


década del sesenta hasta el presente (Starobin, Silberter y 
Starmer, 1934). 


En paralelo con estos trabajos sobre la conducción del 
potencial de acción en tejidos biológicos excitables, se han 
venido desarrollando estudios sobre la propagación de 
perturbaciones y ondas en sistemas fisicoquímicos no lineales 
de reacción difusión, tanto en forma experimental como 
teórica (Nicolis y Prigogine, 1977; Field y Burger, 1985; 
Ortoleva, 1992). 


La aparición de "excitaciones" en medios continuos bi o 
tridimensionales (tejidos biológicos, soluciones de especies 
químicas, poblaciones biológicas, etc.) se considera en el 
marco de la Sinergética de un modo unificado (Haken, 1983) 
aunque con escaso énfasis en los fenómenos de propagación 
hasta bien entrada la década del ochenta (Hallam, Goss y 


Levin, 1988; Murray, 1989; * Churchhouse, Tahir y Zanella, 
1991). 


Los resultados obtenidos en la teoría de los sistemas de 
rescción-difusión han repercutido, a su vez, sobre los 
estudios de la propagación del potencial de acción en los 
tejidos excitables (Krinsky, 1984; Winfree, 1987;  Zykov, 
1987; Zipes y -Jalife, 1990). En relación con estas 
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investigaciones, motivadas por homologías con los 
fisicoquímicos de: reacción-difusión que en reposo 
homogéneos e isótropos, merece ser destacada la relación 
entre la velocidad de propagación del frente de onda y su: 
curvatura, deducida para el: caso de un medio excitáble 
bidimensional (Zykov, 1987;  Meron, 1991; Davydov y Zykov,: 
1991), comprobada. exporimentalnento en sistemas químicos . y. 
extendida al caso los . autómatas que simulan medios. 
excitables isionalos - (Gerhardt, + Schuster y Tyson, 
1990). A : 


torne ci pa 


No obstante, la relación entre las variables de estado 
utilizadas en estos modelos y las peculiaridades de 
estructura y función de. los tejidos excitables a los que 
presuntamente se aplican, no han sido debidamente 
clarificadas, con excepción de algunos aspectos discutidos en 
la fundamentación de las ecuaciones del flujo de corriente 
eléctrica del miocardio, empleando la - teoría de campos 
promediados, que construyó el autor (Suárez Ántola, 1991). 


A 


En el caso particular del miocardio, resultados 
experimentales recientes (Zipes y Jalife, 19390) sugieren que 
la anisotropía desigual y no uniforme que presenta este 
tejido posee consecuencias muy importantes sobre la forma en 
que se propaga el potencial de acción, tanto en condiciones 
normales como patológicas. La obtención de una relación 
enelítica entre la velocidad de propagación del potencial de 
acción y los parámetros que caracterizan la anisotropía del 
miocardio es, por lo tanto, un importante problema no 
resuelto de la electrofisiología cardíaca. Esa relación, para 
el caso en el que los parámetros definan un medio homogéneo, 
isótropo y bidimensional, deberá reducirse a la mencionada 
fórmula que conecta la velocidad de propagación con la 
curvatura de la línea que representa el frente de onda en un 
medio bidimensional (Zykov, 1987). Los resultados de la 
Simulación digital muestran que la velocidad de propagación 
de un frente convexo es menor que la de un frente recto, 
mientras que la velocidad de propagación de un frente cóncavo 
es mayor. Además la velocidad de propagación parece disminuir 
hasta un valor crítico cuando aumenta la curvatura de la 
línea que representa un . frente convexo en un medio 
bidimensional, homogéneo e isótropo. 
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Esto último se desprende también de la fórmula 
descubierta por Zykov (1987), que relaciona la velocidad de 
propagación con la curvatura de un frente de onda en un medio 
bidimensional como el que consideramos. Por lo tanto, 
parecería que en el caso general de un medio anisótropo 
tridimensional (como el miocardio ventricular) debe existir 
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una conexión entre el proceso de propagación y el proceso de 
excitación que vincule la velocidad de propagación con los 
E parámetros de no uniformidad y anisotropia, y con una medida. 
¡LAO de la curvatura de la superficie que representa el frente del. 
ANS potencial de acción. Resultados recientes (Grinrod, . 1991) 
para la propagación de ondas en sistemas fisicoquímicos de 
reacción-difusión, uniformes e isótropos, sugieren que esa 
medida debe ser la curvatura media del frente O alguna 
función relacionada con la curvatura media: la cuestión es 
determinar el efecto de la heterogeneidad y de la anisotropía 
E del tejido excitable. 


En vista de todos estos antecedentes y de los problemas 
no resueltos relacionados con la excitación y con la 
propagación de la actividad eléctrica tisular que acabamos de 
resumir, en la propuesta de tesis se plantearon los objetivos 

O que se detallan a continuación: 


- 1) Caracterización, mediante un desarrollo multipolar, 
- de la geometría del campo de corrientes eléctricas 
generado en los tejidos excitables por electrodos 

extratisulares de diversas formas. 


2) Desarrollo del concepto de familia de estados umbral 
para describir, mediante la teoría de estabilidad y 
bifurcaciones de sistemas dinámicos y los resultados 
obtenidos en (1), el proceso de excitación en diferentes 
sistemas electrodo-tejidos. 


3) Análisis de la validez — fundamentación — del modelo 
lineal clásico de los dos factores de la excitación, 
sobre la base de los resultados obtenidos en (1) y (2). 
Eúsqueda de férmulas que relacionen los parámetros 
olokales del umbral, utilizados en electrofisiología 
clínica, con los parámetros locales de membrana de la 
O electroafisiología básica y las características del campo 
de corrientes eléctricas generado por el electrodo 
estimulador. 


4) Análisis de la propagación del potencial de acción en 
un  sincicio eléctrico; empleando una adaptación del 
método de Kompaneyetz y la teoría de perturbaciones 
singulares, buscando obtener una fórmula que relacione 
la velocidad de propagación. la curvatura del frente de 
, ll andas en tres dimensiones. los parámetros 
En Caracteristicos de la aniscatropía del media y los 
: parámetros que caracterizan la activación Y la 
recuperación de las membranas excitables. 


» 


IS A 


We 


En esta obra los problemas de la propagación se estudian 
en vista de su relación con los problemas de la génesis del 
potencial de acción, de modo que los umbrales son aquí el. 
tema unificadoro. z e 


De la aproximación a la interacción entre el electrodo y.: 
el "tejido excitable basada en el concepto de sistema se. 
desprende la distinción entre excitabilidad global Yo. 
excitabilidad local, así como la distinción entre el. 
comportamiento eléctrico pasivo y el comportamiento eléctrico. 

activo en un mismo sistema electrodo-tejidos-zona blanco, que 

se desarrollan en el primer capitulo. y 


Las teorías clásicas de uno y dos factores de la 
excitación, así Como todos los demás intentos de modelar 


matemáticamente las curvas intensidad-—duración pueden 
describirse entonces como otros tantos intentos de describir 
matemáticamente la excitabilidad global del sistema 


electrodo-tejidos-zona blanco. 


Una ventaja implícita en toda aproximación por sistemas 
es la posibilidad de aprovechar la unidad subyacente que 
algunas veces es posible descubrir bajo fenómenos diferentes 
(pertenecientes incluso a campos epistemológicos distintos). 
utilizando el concepto de homología (Rertalanffy, 1971) como 
herramienta básica. For ejemplo, e€es posible establecer una 
homología fructifera entre el flujo de corriente eléctrica en 
el conductor de volumen formado por los tejidos biológicos, 
considerado en condiciones cuasiestacionarias y a escala 
mesoscópica (en el sentido de la teoría de campos 
promediados) y el flujo de agua en un medio poroso, a escala 
de Darcy (Suárez Antola, 1991). 


No obstante, el manejo de las homologías tiene sus 
riesgos. Coma decía K. Boulding, quizás uno de los mayores 
escollos al crecimiento del conocimiento ha sido la 
transferencia acritica de métodos que habían resultado 
exitosos en un campo epistemológico, a otro campo en el cual 
no resultan realmente apropiados. Fero no cabe duda que una 
consideración crítica de posibles homologías facilita la 


identificación y la comprensión de las diferencias genuinas 
entre diversos sistemas específicos. 


Coma consecuencia, aplicada a los sistemas electrodo- 
tejidos, este modo de aproximación puede resultar de 
invalorable ayuda en el proceso de intentar una explicación 


de los complejos fenómenos del umbral y de la propagación en 
los tejidos excitables. 
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En particular, los dos conceptos básicos - la región de 
influencia del electrodo y el frente virtual del potencial de 
acción —- que aquí se utilizan para abordar los problemas de 
la excitación y la propagación, se pueden considerar desde 
ese punto de vista. 


La idea de la región de influencia, al igual que la 
distancia extrapolada en física de reactores nucleares 
(Soutif. 1962: Duderstadt. y Hamilton, 1976), permite 
transformar un problemaen el que el espectro de cierto 
operador diferencial es continuo en un problema en el cual 
dicho espectro es discreto. En nuestro caso esta 
transformación hace posible una aproximación al estudio de 
las ecuaciones de campo no lineales (que de una forma u otra 
aparecen al plantear los problemas de la excitación y los 
problemas de la propagación desde el punto de vista físico), 
mediante el método de Eckhaus. 


El método de Eckhaus (Denn, 1975) es un método de 
análisis modal no lineal que en condiciones favorables 
permite el cálculo de la amplitud crítica de una 
perturbación, tal que una vez superada se produce 
inestabilidad (amplitud umbral). 


El frente virtual es, por su parte, uma idea que permite 
sustituir un problema de propagación en un continuo 
excitable, heterogéneo y anisótropo (como el miocardio) por 
un problema de propagación en un continuo homogéneo e 
isótropo. Esta transformación hace posible el análisis de la 
propagación en un espacio auxiliar -— distinto al espacio 
físico -— enel que se pueden aplicar ciertas relaciones 
(Grinrod,. 1991) entre la velocidad de propagación y la 
curvatura de S. Germain (o seas la curvatura media) del 
frente de onda para un continuo excitable. 


En esta memoria se construyen varios modelos 
fenomenológicos de sistemas electrodo-tejidos-zona blanco 
para el case en el que la zoma blanco de la estimulación es 
una fibra (fibra nerviosa, fibra muscular esquelética) o bien 
es una colección de células excitables interrelacionadas de 
forma tal que se pueden idealizar mediante el concepto de 
sincicio funcional (miocardio, músculo liso visceral). Se 
construye asimismo un modelo de la propagación estable del 
potencial de acción en un medio excitable heterogéneo Y 
anisótropo. Se analizan las propiedades de estos modelos 
empleando las dos ideas básicas mencionadas y diferentes 
herramientas analíticas (teoría de bifurcaciones, métodos de 
perturbaciones singulares, método de los sistemas rompientes) 
y se comparan sus predicciones con los datos experimentales 
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disponibles. 


Los “modelos. fenomenológicos que construimos 
compatibles con la teoría electromagnética clásica, con. 
fisicoquímica de las soluciones electrolíticas, con as 
propiedades de los canales iónicos de las membrana 
excitables e inclusive con las propiedades morfológicas de 
los tejidos a los quese aplican (si: los campos que allí 
aparecen se interpretan como campos promediados). Pero aú 
asi no van a satisfacer la vocación reduccionista de algunos:- 
físicos ni la vocación de fidelidad a los maravillosos. 
detalles de las estructuras vivientes de muchos biólogos. 4 


Es bien sabido que en física de partículas, física: 
nuclear (O física del estado sólido se tiene una cantidad 
relativamente grande de información asegurada sobre la 
naturaleza de .las interacciones subyacentes y sobre las 
simetrías del sistema físico estudiado. Como este tipo de 
información es en general muy pobre em los sistemas 
¿biológicos (Schnakemberg, 1977), la correlación de los datos 
experimentales con interacciones a nivel molecular suele ser 
muy ¡imprecisa, con la consecuencia de que los modelos 
fenomenolágicos de los sistemas biológicos serán a menudo más 
realistas que «quellos que involucran un gran número de 
suposiciones a nivel mesoscópico o (inclusive) molecular. 


En lo que se refiere al estudio biofísico de los 
sistemas fisiológicos, como es el caso que nos Ocupa, los 
modelos matemáticos fenomenológicos son los únicos 
practicables en la actualidad. 


Fueden ser interpretados como sugiere Segel (1989): en 
forma parecida acomo Ficasso concebía el arte, es decirs 
coma "la mentira que nos ayuda a ver la verdad". 


Como cualquier representación simplificada de la 
realidad. los mencionados modelos (como todo modelo) 
presentan par eso mismo algunos aspectos erróneos. Pero si 
están bien hechos, despojados de detalles verdaderamente 
secundarios, permiten un análisis profundo de interacciones 


que en representaciones verbales más realistas podrian 
permanecer ocultas. 
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En la mayor parte de las investigaciones biofísicas sobre la. 


“excitabilidad eléctrica celular la estimulación se efectúa. 
mediante microelectrodos intracelulares que, actuando como 
'ánodos, despositan una carga positiva .en el interior celular. 


Esto último se produce asociado con el pasaje de una corriente 


a a ES e . 
“eléctrica hacia afuera, a traves de las membranas excitables, en: 


dirección de un cátodo que se encuentra en la solución: 
electrolítica que baña a la celula estimulada. Como consecuencia 
la membrana excitable se despolarizaz se genera así un potencial 
local (o "potencial lento"). Si este potencial local se 
transforma en un potencial de acción, la excitación de la célula 
se habrá producido. e 
Cuando la célula es más o menos esferoidal, la despolarización de 
la membrana puede ser bastante uniforme (la misma en todos los 
puntos). Este es el caso cuando se estimula un protozoario como 
el Paramecium, espetado mediante dos microelectrodos (fig.1). Uno 
de los microelectrodos inyecta pulsos de corriente controlada en 
el interior de la céiuila mientras que el otro microelectrodo mide 
ia diferencia de potencial intracelular con respecto al potencial 
del baño. Variando la posición de este último microelectrodo se 
encuentra que el potencial en el interior celular varía muy poco 
de un punto a otro en comparación con el potencial transmembrana. 
Lo mismo se encuentra al variar la posición del cátodo en el baño 
externo. (Fatton y otros 199%, pp 24-30) 
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Como consecuencia, la caida de potencial a traves de distintos 
puntos de la membrana del paramecio es aproximadamente la misma: 
se despolariza (0 se hiperpolarizal en forma bastante uniforme. 
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pa la celula estudiada es muy alarqada a. como es el Caso de una 
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celula nerviosa o de una Tibra muscular esqueletica. la 
polarización de la membrana disminuye apreciablemente a medida 
que aumenta la distancia al punto donde se encuentra el 


microelectrodo tfig-.2). Esta no uniformidad espacial de la 
polarización de membrana complica el estudio de la excitabilidad 


electrica. íFoazzard y Schoemberga 1972; Noble, 19723. 
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desprende que, para cada celula inmersa en un conductor: - de 
volumen en el qué se ha generado un determinado. campo - de 
corrientes eléctricas mediante un sistema de electrodos 


extracelulares, se puede definir una superficie de membrana a. 


través de la cual las corrientes salen de la célula ("cátodo 
fisiológico”) y una superficie de membrana a traves de la cual 
las corrientes entran en la célula ("ánodo fisiológico"). 


Para concretar, consideremos una fibra excitable muy larga 
respecto de la distancia que la separa de un cátodo puntual (fig. 
3 (a)). El ánodo se supone muy alejado (ánodo en el infinito). En 
las membranas de una cierta sección situada bajo el cátodo se 
generan corrientes despolarizantes: cátodo fisiológico. El patrón 


de despolarización de membrana resultante se denomina 
catelectrotono electrico y la modificación de los umbrales 
locales de excitación asociada se denomina catelectrotono 


fisiológico. En el resto de la fibra, se generan corrientes 
hiperpolarizantes: ánodo fisiológico, en este caso compuesto por 
dos partes a uno y otro lado del cátodo fisiológico. El patrón de 
hiperpolarización de, membrana correspondiente se denomina 
pericatelectrotono electrico y el patrón de modificación de los 
umbrales locales se denomina pericatelectrotono fisiológico. 


Para una corriente estimuiadora subumbral débil pero de larga 
ciwreción (o para un pulso subumbral breve pero muy intenso), el 
cateilectrotono eléctrico y el catelectrotono fisiológico se 
modifican con el paso del tiempo, siendo sustituidos por el 
fenómeno denominado "depresión catódica" (o sea, la depresión de 
la excitebilidad en el cátodo que aparece después del incremento 
en la =xcitabilidad propio del  cateiectrotono fisiológico) 
(Davson. 19579, pp 416-411). 


íLa distribución espacial de los umbrales locales puede 
investigarse mediante un electrodo puntual que se desplaza a ic 
largo de la fibra y a traves del cual se aplica un breve pulso de 
corriente Justo suficiente para que en el punto explorado se 
genere un potencial de acción propagado. La relación entre esta 
distribución espacial de umbrales y la velocidad de propagación 
de un potencial de acción que llega a la zona se considerará más 
adelante?. 


Si en lugar de un cátodo se tiene un ánodo puntual próximo a la 
fibras ahbara con el cátodo en el infinito, se genera baja: el 
ánodo una región de corrientes niperpolarizantes flanqueada por 
dos regiones de corrientes despolarizantes (fig 3 (b)>. 


El patrón de hiperpolarizac ión de membrana bajo el  án 
denomina anelectrotono eléctrico y €l patrón de modificación 
ios umbrales locales ce excitación asociado a 3 
niperpolarización se denomina anelectrotono Tisicióna 
patrón de despolarización de membrana a uno y Otro. la 
anelectrotono electrico se denomina perianelectrotona. El 
de modificación de los umbrales locales de excitación =e d 
t T 
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Por últimos si la fibra en cuestión se estimula "mediante un 
cátodo y un ánodo puntuales, separados entre Ssív“por una distancia 


j E 

mucho mayor que la distancia que los separa «de: la - fibra se. “ Er 

ia produce el patrón de polarización que muestra la figura 3 (c). CÉ 

Puf: Cuando se acercan lo suficiente se produce: el patrón de > 
3 polarización de la tTfig 3  (d). E y 
E En el caso de un preparado nervioso o muscular con electrodos E 

dispuestos directamente sobre la fibra a veces es posible € 


) aumentar la eficiencia de la estimulación extracelular . levantando 

» el nervio o la fibra muscular y poniendola al aire o -en” aceite 
mineral, de modo de'aumentar la resistencia del trayecto.. extra 

» celular de la corriente respecto del correspondiente trayecto 

Y intracelular. En ese caso la posición del cátodo y Mel ánodo 
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fisiológicos (donde sale y donde entra la corriente eléctrica) en 
la célula se puede determinar sin ambiguiedad a partir de la 
posición de los electrodos estimuiladores. 


O Pero cuando el mism u otro nervio oO fibra muscular es 
excitado en el organismo, inmerso en ei conductor de volumen de 
los tejidos, a veces bastante alejado de los electrodos (o 
sistema de electrodos estimuladores, puede ser difícil 
establecer la localización de las regiones anódicas y catódicas: 
este es el caso para muchas situaciones en las que la 
estimuiación <e efectúa con fines de diagnóstico o con fines 
terapeúticos. 


. y s , ñ AN Pa 
t La pequeña fracción de la corriente electrica global que 
- z . - e. = z : 
Po efectivamente atraviesa la celula blanco de la estimulaciór 
pl z y A , . > , E 
depende de cómo se distribuye espaciaimente el campo de densidad 


po de corriente eléctrica generado en el conductor de volumen de los 
E tejidos por el sistema de electrodos externos. 
»- Si se trata de fibras excitables, en iguaidad de las demás 
Pd condiciones esta fracción efectiva de corriente será tanto menor 
cuanto menor sea el diámetro de la Tibra. For Otra parte, 
— variando la posición de una misma fibra en un mismo conductor de 
Ss O volumen Y para una misma posición de los electrodos, dicha 
fracción efectiva de corriente variará a su vez, asi como la 
pu extensión Y la amplitud de los patrones espaciales de 
polarización asociados con el cátodo y el ánodo "fisiológicos" 
dl para esa célula excitable. 
al 
Esta explica las dificultades que aparecian en el diagnóstica 
2 eléctrico de los trastornos del sistema nervioso xy de los 
sq músculas esqueléticos, tal como se efectuaba estimulando los 
tejidos mediante un electrodo activo tan próximo como era posible 
vd a la zona bianco que se queria explorar í Von WeizsScker, 1938; 
dá Monrad-kKrohn. 1944). 
A átn teniendo en cuenta less variaciones en el umbral de co 
E | c de vyoitaje, esociados a la modificación de da duración 
corriente estimuladora, na es posible Sar 3c 
2 paramétricamente sin ambiguedad la función normal o patoláó 
11d z Ss rgue los parámetros os 
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disminuir su relevancia clínica. Los métodos de diagnósticó 
basados en el registro e interpretación de la activida 
eléctrica espontánea o evocada, propia de los tejidos nervioso" 
muscular fueron perfeccionándose y pasando progresivamente a un! 
primer plano (Haliiday y otros, 19873 Snyder-Mackler y A. 
Robinson, 17989). 


No obstante, el desarrollo de la estimulación eléctrica con fines 
terapeúticos se incrementó y se generalizó rápidamente desde 
comienzos de la decada del sesenta para el miocardio y desde 
comienzos de la decada del setenta para el tejido nervioso, 
muscular esquelético y muscular liso (Lazorthes y Upton, 1986). 
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El empleo terapeútico de los marcapasos volvió a plantear algunos 
de los viejos problemas de la excitación mediante electrodos 

xtratisulares y condujo a nuevos problemas electrofisiológicos. 
Hasta hace pocos años el trabajo en esta área de la 
electrofisioiogia clinica se efectuó con una relativa 
independencia de los conceptos, los métodos y (los resultados de 
la electrofisioloqia básica. Uno de los objetivos de esta memoria 
eS, precisamente, contribuir en algo en el deserrolio de 
conceptos puente entre la electrofisiologia básica de los canales 
iónicos y la electrofisiología clínica de la respuesta eléctrica 
de los tejidos excitables estimulados mediante electrodos 
externos. 


El primero de estos conceptos puente que proponemos es el de 
sistema electrodo-tejidos. Según se verá, suministra un marco en 
ei que todos los demás aspectos del probiema de la excitación 
mediante electrodos extracelulares pueden ser convenientemente 
planteados y estudiados. 


Fara comenzar es apropiado introducir una distinción entre 
excitabilidad alobal y excitabilidad local. 
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Consideramos una porción de membrana excitable, ¿en reposo, 

fijación espacial del voltaje ("Space clamp"%:en el 

instante de tiempo el voltaje transmembrana es el mismo en 
punto. Empleando un pulso rectangular de corriente eléctrica 
controlada,de intensidad y duración adecuadas, es posible que esa 
porción de membrana responda desarrollando un potencial de 
acción. El potencial de acción puede aparecer como respuesta a": 
una corriente despolarizante de larga duración y en ese caso»: 


ocurre' siempre durante el pasaje del pulso estimulador :- 

. ES a PS EL 
(excitación catódica de cierre ECC). Pero tambien puede: aparecer ROS 
como respuesta a una corriente hiperpolarizante, una vez o 


finalizado el pulso estimulador (excitación anódica de apertura: 
EAA). 


Fara una duración determinada del puiso estimulador catódico, se 
puede definir una amplitud umbral por encima de la cual la 
excitación se produce y por debajo no se produce. Cuanto menor es 
la duración del pulso, mayor es la amplitud de corriente 
necesaria para desencadenar el potencial de acción. Se halla una E 
amplitud de corriente mínima (reobase) tal que pulsos de menor 


amplitud no excitan la membrana, no importa cuan larga sea su 


duración. $ 


(1) 
Fara cada amplitud de puiso prefijada, mayor que la reobase, es 


posibie determinar una duración umbrai . (duración útil) tal que 
pulsos de esa amplitud que duran menos no excitan, mientras que 
ios puisos de esta misma amplitud que duran más excitan la 
memBrana. 


Toda sto puede resumirse en una curva  i¿intensidad-duración.para 
la membrana estimulada a partir del estado de reposo que puede 
construirse graficando la amplitud umbral lu (tp) del puls 


rectanguiar de corriente contra la duración tp de dicho puiso (tp 
es la duración útil correspondiente a un puiso de amplitud lu). 


Puede ser más conveniente graficar log lu contra log tp lc cual 
origina una curva como la que muestra la fig. “. Cuando la 
duración del pulso tiende a Cero, la curva se aproxima a Una 
asintota recta de pendiente — í. 


a denominada ley de dla cantidad 
i cantidad de carga suministrada 
por un pulso umbral, RQu=te x lu (tp ¿carga umbralí =e aproxima a 


Este necho es equivalente a 
im A 

Á e 
un valor límite Guo _cuanda da duración del puiso tiende a cero. 
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Cuande la duración tp aume curva intensidad duración se 
aproxima a una asintocta hor rectas 
1d» +). ámbas asintota ] 3 xpresa la an ti limite 
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Para determinar la posición de la parte media de 
intensidad '— duración sobre la asiíntota horizontal € 
utilizar un parámetro O” ("sigma") que se define como el cociente. 
entre el umbral para un pulso de duración ts y el umbral 


reobásico:z o - TÍ 35) : 
Aa traves de la curva intensidad — duración -tenemos una forma..de 
caracterizar la excitabilidad de una -: porción de membrana 


uniformemente despolarizada. Tambien se. puede construir una curva 
intensidad “duración para la excitación “anódica de apertura. 


oda : 4 ' A E 
Para describir en forma parametrica una de esas curvas de 
excitebilidad es preciso emplear por lo menos tres parámetros: 


TR, du, oyO,o bien Eh; y O. 


Consideremos ahora una célula excitable ( blanco de un 
determinado proceso de estimulación mediante electrodos 
extratisulares). Supongamos que se encuentra inmersa en el 
conductor de volumen, polifásico y heterogéneo, forma, do por los 
tejidos biológicos. Sus membranas se van a polarizar en forma 
espacialmente no uniforme, presentando un patrón espacial que 
puede ser bastante complejo. No obstante. imaginemos que aislamos 
una pequeña porción de esas membranas y que la. sometemos a un 
experimento de despolarización uniforme por pulsos de corriente. 
La curva de intensidad umbral versus duración que obtendriamos 
permitiria caracterizar io que propongo denominar la 
excitabilidad local de la membrana en cuestión, puesto que en 
principio sería , posible hacer lo mismo con cada una de las 
porciones  homogeneas en que podemos descomponer dicha membrana 
¿Si se tratara de una neurona motora del sistema nervioso de un 
mamífero, peor ejemplo, se obtendrían curvas de excitabilidad 
local diferentes a nivel de las dendritas,dei soma, del cono 
axónico y del axón, debido a las variaciones en la densidad y en 
el tipo de Canales jónicos que presenta la membrana de esas 
neuronas). 


Regresemos ahora a la situación en la que la estimulación se 
efectúa mediante electrodos extracelulares y la célula excitable 
en cuestión se encuentra integrada en el conductor de volumen 
de los tejidos. Consideremos una estimulación monopolar, con un 
electrodo activo y el otro, indiferente, muy alejado de la célula 
bianco. Supongamos que disponemos de un método que nos permite 


A o La dnd de : E ENS » ES : 

detectar <i la celula en cuestión ha sido excitada. ¿¡Registrando 
iocaimente el potencial de acción €: identificando aigún proceso 
observable  —-como la contrección de una fibra muscular-= que Se 


produce: como consecuencia de la excitación). 

Entonces, empleando nuevamente pulsos rectangulares de corriente 
controlada de amplitud y duración vegulables, se encuentra que 
para cada duración hay una amplitud umbral RSS encima de la cual 
la excitación se produce, «al 


Ñ 
de | membrana iniformemente despolariz 


de acción prop=a 


cs sastenidos a excitación = 


Cuando el elemento excitado es una fibra nerviosa o una. 


procesos de excitación que no aparecen en el caso: de : 
membrana uniformemente polarizada: la excitación catódica de 


apertura (ECA) y la excitación anódica de cierre (EAC). Estos'. - 
fenómenos comenzaron a ser investigados por Brunner en 18682 - 


(Bykov y otros, 1960, p 479) empleando la contracción muscular 
como criterio de excitación. Estableció una relación de orden 
parcial entre los umbrales de estimulación correspondientes a las 
ECC, EAC, ECA y ERA que fue utilizada en el diagnóstico 
neurológico (Von Weizsácker, 1928, Monrad - Krohn, 1944) ("ley 
electrodiagnóstica de la COntra EL LcHtN, : 


Fara el caso de Tibras nerviosas, tanto amielínicas como 
mielinicas, se ha descripto un fenómeno denominado bloqueo 
anódico por el cátodo (Ranck, 1973) que posiblemente se presenta 
también en el caso de fibras musculares esqueléticas (de acuerdo 
con las observaciones de Fratt y de Gelfan citadas por  Kushton 
(1937). Consiste en lo siguiente: para puisos de una duración 
determinada (fija), una vez alcanzada la amplitud umbral, si se 
continúa aumentándo la intensidad de la corriente se alcanza un 
nuevo valor crítico —el umbral de bloqueo- a partir del cual la 
excitación ya no se produce. Este fenómeno tampoco se observa 
cuando se excita una membrana uniformemento despolarizada. 


Consideremos ahora una fibra nerviosa o muscular esquelética que 
es estimulada mediante un micro electrodo intracelular que actúa 
como electrodo activo» mientras que el electrodo indiferente se 
sitúa fuera de la célula, en el conductor de volumen externo. En 
este caso, empleando nuevamente pulsos rectangulares de corriente 
controlada, de amplitud y duración variables, se puede construir 
una curva  intensidad-duración en Torma análoga a la que 
describimos tanto para la porción de membrana uniformemente 
despolarizada como para la célula excitable estimulada mediante 
electrodos extracelulares. 


Se obtienen lios fenómenos de excitación catódica de cierre y de 
excitación anódica de apertura, pero no se observan la excitación 
catódica de aperturas, la excitación anódica de cierre ni el 
bioquea anódico por el cátodo, « pesar de que la polarización de 
las membranas en este caso es marcadamente no uniforme. 


Cuando el microelectrodo intracelular actúa como ánodo se produce 

solamente una despelarización de la membrana, mientras que culiando 

actúa como cátodo, se produce solamente una hiperpolarización. 

Ambas son más intensas en las porciones de membrana situadas en 

las pros imidades del electrodo y desaparecen al alejarnos de él a 
la 


e 


lo largo de. .la Fibra. 


. . r 
se producen corrientes eléctricas en el mismo sentido e travez 
1 
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la membrana de la fibra (o dien todas hacia atuera, O bien todas 


En etfectoz,en el caso en ei que el microelectrodo es intracelular 
d 


acia  sdentroí porque el electrodo mismo constituye un Único 
sunt surgente [ánodo a bien un único punto  sumente cátodo! 
j z “interior de la fibra. Estas consideraciones 

bloques praducido por el cátodo, la excitación 
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Si bien desde hace muchos años se viene pensando que la ECA y  <la 


EAC se deben a la aparición de polos secundarios fisiológicos. 
opuestos al formado en la fibra inmediatamente por debajo del: 
electrodo activo extracelular, no se ha desarrollado * aún - una 


explicación cuantitativa satisfactoria, compatible con - los 
conocimiento actuales sobre la dinámica no lineal de las 
membranas excitables. 


En cuanto al bloqueo anódico por el cátodo, recién. con el trabajo: 


de Rattay (1987) se lo pudo reproducir a partir de una simulación 
digital del proceso de excitación de fibras mielinicas ' y 
amielínicas, basado en las ecuaciones de Hodgkin y Huxley, en las 
ecuaciones de Frankenhaeuser — Huxley y en la teoría del cable. 


Para eliminar de momento esta E adicional, nos 
concentramos en la estimulación catódica de cierre. Esto es 
suficiente porque nuestro propósito actual es justificar la 
necesidad de estudiar la estimulación eléctrica mediante 
electrodos extracelulares en el marco del concepto de sistema 
electrodo -— tejidos, considerado como una unidad indisoiuble. 


La curva intensidad-duración para la ECC puede resumirse también 
en un valor reobásico 1e pb para la emplitud de corriente, una 
constante de tiempo ts lo bien una carga umbral limite Ru,o) y un 
parámetro CC . Naturalmente, todo ésto presupone una célula blanco 
de la estimuiación Cuya excitación pueda establecerse sin 
ambiguedad, o con mayor generalidad una zona biance bien definida 
si el cátodo actúa sobre un tejido (com el músculo liso 
eléctricamente acoplado o el miocardio) que se comporta como un 
sincicio electrico funcional en el que se propaga el potencial 
de acción generado en la mencionada zona blanco como resultado de 
una estimulación exitosa. 


Cuando 1 Rfb, ts lo Qu,o) y CS” se determinan para una porción de 
membrana uniformemente despolearizada, resuitan ser funciones de 
las propiedades eléctricas pasivas de la membrana y de los 
parámetros propios de la cinética de apertura y cierre de  —sus 
canales iónicos. Fero, para la estimulación electrica 
extracelular de nervio, músculo esquelético, múscuioa liso y 


? 


miocardio un análisis de los resultados experimentales 
disponibles indica que los parámetros Teb, Gu,o y €. dependen 


además de les propiedades locales de las membranes excitables de 
zona bianco” de los parámetros que describen el acoplamiento 
ctrico entre diferentes porciones de la membrana,cei radio del 
ectrodo, de cla distancia.entre el electrodo y la zona blanco, 
la forma dei electrodo teuando la zona 


práxima al electrodo, de las prap 
4 2 
E = a 


0 


anco está lo bastante 


Hacia el Tinsasi de esta sección <=e presenten a 


- . . 


<= 
emploszj. z las il 2: intensidad—duración y 1 


<= = - 
cidos=zana 2D 
io elemento que 


Froponge denamz 


lar extratisuia en 
io de las porciones 
na >lanca tal como se 


Los. parámetros que resumen la excitabilidad global 
se modificarán si el electrodo activo se sustituye por uno 
máyor O de menor radio, o el mismo electrodo se coloca en 

posición respecto de la zona blanco o bien, en el caso de 

estimulación eléttrica crónica, si una posible reacción “al cuerpo 
extraño produce un edema inflamatorio y posteriormente un. 
casquete de tejido fibroso que modifican tanto la distancia entre 


el glectrodo y la zona blanco como las propiedades eléctricas del 
tejido. ¿interpuesto . 


si y de. estimulación se efectúa mediante pulsos de voltaje 
controlado, las variables globales (URB; ts Ayu) que 
caracterizan el umbral del sistema electrodo-tejidos-zona blanco. 
pasan a depender de los parámetros que aracterizan la 
polarización de la interfase electrodo-tejidos en el electrodo 
activo, además de depender de las otras variables ya mencionadas 
a propósito del umbral global para pulsos de corriente 
controlada. La investigación de la relación entre las variables 
globales del umbral y las variables locales caracteristicas de 
las membranas excitables de la zona bianco, se complica debido a 
la polarización de electrodo. 


De todo lo anterior se desprende entonces que los parámetros 1 
variables alobales del umbral, ya sean para pulsos de corriente 0 
para pulsos de voltaje controledo, son propiedades del sistema 


electro-tejidos-zona bianco considerada como una unidad 
indisoluble. 


Lo mismo ocurre. con los parámetros que resumen las curvas de 
amplitud  umbrai versus la frecuencia de la corriente alterna 
estimulacora íHayser. 195%, pp 70-71, Laget,i970. pp 92-74 y Hill 
Hatz y  Solandt 1935) y los resultados de los experimentos que 
expioran el ciclo de excitabilidad (Kayser 17679, pp 78-82) 
mediante el empieo de un puiso condicionante y un puiso umbral, 
empieando electrodos extracelulares. (F1gS. 3, Ó y 7 ). 


Para construir las curves que muestra la fig. 7 se empiea el 

metodo de los dos pulsos. La disposición de los electrodos para 
Ss s q, 874 a 1 - al E 

aplicar este metodo se muestra en la Tig. 6. Un par de electrodos 


condicionantes se colocan sobre la fibra ímuscular o nerviosa), 


acompañados de ¿An segundo par” de electrodos (electrodos de 
prueba. A través de los electrodos condicionantes se aplica una 
corriente controlada “un pulso uy breve, una corriente 
constante, una corriente lentamente creciente, una corriente 
alterna, etc... Á través de losrelectrodos de prueba se aplican 
pulsos muy breves a intervalos de tiempo variables a partir del 
inicio de la corriente condicionante y <e determina la 
correspondiente amplitud umbral. ¡Para ello se pone uno de los 
electrodos de prueba en la zona que se quiere explorar mientras 


que el otro electrodo se mantiene alejado del par de electrodos 
condicionantes). 


— - 2 - Zn — 2 r -= Ends á 
En el caso que mt la fig Y a traves de los electrodos 
codicionantes se aplica un breve muiso subumbrail en el caso de la 
curva A y supraumbral en el caso de la curva E. 
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hasta la: reobase, acomodación, períodos refractarios. absoluto. y. 
relativo, supernormalidad, etc. A 


Antes de dar algunos ejemplos, es .necesario efectuar ¿un 
comentario sobre el empleo del tiempo -caracteristico en los: 
estudios de excitabilidad. de tejidos. En lugar de la constante-de 
tiempo ts se utilizaba y se utiliza todavía la cronaxia' ter, 
definida como la duración para la cual el. umbral es el doble de: 
su valor reobásico. Generalmente ts resulta inferior a ter, . 
aunque la relación entre ambas no es estrictamente la misma .en-- 
todos” los sistemas electro-tejidos, según veremos más adelánte. 
En consecuencia no son parámetros totalmente equivalentes. Esto 
es importante porque los datos sobre el tiempo característico en 
la excitación a menudo vienen expresados en términos de cronaxias 
y no aparecen en forma explicita las curvas intensidad-duración. 


Pero en el caso de la cardioestimulación electrica crónica esos 
dos tiempos característicos toman por lo general valores muy 
próximos. En la fig 8 se muestra la dependencia de tcr (para 
pulsos de corriente y.para pulsos de voltaje)comfel radio del , y 
electrodo estimulador, para miocardio. Esta dependencia puede 
trasladarse, entonces, a ts. La diferencia observada entre tcr 

(lo ts) para puisos de corriente y ter (o ts) para pulsos de 

voltaje se debe a la polarización del electrodo. 


La fig. 9 muestra dos pulsos umbral, de igual duración, aplicados 
por electrodos de la misma forma y tamaño en una misma región de 
miocardio. El material del que están hechos los electrodos es 
distinto: acero inoxidable en un caso, plata revestida de cloruro 
de plata en el otro. Obsérvese la corriente post-puiso en el caso 
dei electrodo ímuy polarizable) de acero inoxidable, que fluye a 
través de los tejidos enel mismo sentido que la corriente 
estimuiadora generada por el marcapaso.- 


LA 


Ello se debe aque la impedancia interna de este último es 
relativamente pequeña en el intervalo entre pulsos. Cuando mayor 
sea esta impedancia.menor será la corriente post-puiso y menor 
será su efecto sobre el umbrai global de estimulación. (De esto 
se desprende que las variables giobales del umbral pueden 
depender de la impedancia interna del dispositivo generador de 
los pulsos estimuladores cuando el electrodo activo se 
apreciablemente). 
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La Tig 10 muestra, también para miocardio, la a umbral de 
pulsos rectengulares de corriente en función del redio, para un 
conjunto de electrodos esféricos de radios rente ceda hechos 
del mismo material impolarizable,en experimentos 
perra en fase aguda (previa al desarrolio de 
infiazmatoria al cuerpo extraño).— 
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La Tforma del eiectrodo puede influir significativamente sobre la 
relación intensidad-duración. Esto fue estudiado experimentaimen— 
te para la estimulación del miocardio íLaplantiTt, 1983; 
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ámiel, 
Besson y Lenmann, 192853. 
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forma convexa convencional, el otro cóncavo ftelectrodo clotoida] 
(Fiandra y Suárez Antola, 19873 Suárez Antola, Griego y Fiandria, 
1994). Se observa claramente una inversión en la excitabilidid 
global relativa. En el momento de la implantación el. electrodo 
convexo genera un sistema electrodo- miocardio más excitable que 
el sistema generado por el electrodo clotoidal (la curva 
intensidad-duración del electrodo convexo se halla por debajo de: 
la correspondiente al electrodo cóncavo). Pero al sexto día la 
situación se ha invertido: el sistema electrodo-miocardio 
correspondiente al electrodo clotoidal es más excitable que el. 
sistema correspondiente al electrodo convexo. 


(Estos casos se plantean solamente a vía de ejemplo de dependencia 
experimental de un parámetro global del umbral de los parámetros 
del sistema eilectrodo-tejidos. Durante el desarrollo de esta 
memoria se considerarán otros resultados experimentales que 
muestran aigunas de las relaciones que Tb, ts y 6” guardan con los 
parámetros electrofisiológicos, geométricos y Tisicoquímicos 
propios del sistema electrodo-tejidos, fundamentalmente para 
estimulación de nervios y múscuio esquelético). 


Finalmente, cabe señalar que una curva intensidad-duración no 
debería resumirse en menos de tres parámetros, por ejemplo: 
reobase, Constante de tiempo y factorUÚ . El empleo de la reobase 
y la cronaxia en general no es suficiente para caracterizar una 
curva de excitabilidad.ílamentablemente, numerosos trabajos 
experimentales emplean solamente esos dos parámetros para resumir 
los resultados referentes a la excitabilidad eléctrica de los 
tejidos, sin resentar datos que permitan una reconstrucción 
adecuada de las curvas intensidad-duración). 


Nota Los umbraies son conceptos esencialmente estadisticos. Al ir 
aumentado la amplitud del puiso estimulador (de duración Tija) 
desde valores completamente ineficaces, se alcanza un punto en el 
que, repitiendo la estimulación en las mismas condiciones, 
algunas veces se produce la excitación y Otras no se produce. A 
medida que aumenta la amplitud del  puiso 
estimulaciones eficaces crece hasta un 100%, ún una curva 
sigmoidea íver, por ejemplo, ayser. 1967. p 57) il umbral puede 
convencionalmente definirse como aquella amplitud que resulta 
exitosa en el 50% de los casos. íEn la estimulación eléctrica con 
Tines terapeúticos se sueide definir el umbrai tomando Como 
referencia un porcentaje más elevado, por ejemplo, 90%) 
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Las fiuctuaciones en el umbral global son fisiológicas y expresan 

pequeñas variaciones en los umbrales locales de membrana (Holden, 

i?976. cap %,en la posición del electrodo respecto de la zona 

DÍAaricO, etc... Muchas veces puede observarse un efecto de 

histeéresis bioeléctrica descripta por tedensky en 13985: el umbral 

determinado a partir de amplitudes de pulso decrecientes ses menor 

que el umbral determinado a pertir de ampiitudes de pulso 

crecientes, en igualded de las demás condiciones (La variación 

observada puede alcanzar h un 20%. Hayser«op cit, p 9572.Lomo 

cComsecuencia, es necesario especiTicar <l los umbrales <e 
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Las curvas intensidad-duración y los modelos clásicos de uno 


Hacia el año 1930 la relación entre la amplitud umbral de la 
corriente eléctrica y su duración, para la estimulación mediante 
electrodos extracelulares, llevaba ya unos cincuenta años siendo 
el fenómeno más estudiado de la excitabilidad celular. 


ia naturaleza todo o nada de la excitación, establecida por H. 
Bowditch en 1870 para la contracción del corazón de rana, había 
sido ampliamente reconocida, junto con el concepto de propagación 
como una excitación progresiva, para el músculo (Lucas, 1909) y 
para el nervio (Adrian, 1914). 


En paralelo con los trabajos experimentales se habían hecho 
numerosos intentos de descripción matemática de la relación entre 
la amplitud umbral y la duración. En su trabajo de revisión sobre 
la cronaxia, Davis y Forbes (1936) contabilizaron más de 
treinta Tórmulas matemáticas hasta el momento en que redactaron 
el artículo. De todas ellas solamente dos han subsistido hasta el 


presente, utilizadas fundamentalmente en el ámbito de la 
electrofisiología clínica: la relación hiperbólica empirica 
propuesta por Weiss (19061) y la fórmula obtenida por Lapicque 
(1907) representando la membrana del nervio mediante una red 


electrica resistor=capacitor en paralelo e introduciendo un 
umbral de potencial electrico como criterio de excitación. Ambas 


Ttórmuias presentan solamente dos parámetros y en 
electrofisiologia clinica se usan como fórmulas empíricas, 
ajustando en cada Caso dichos parámetros a los resultados 


experimentales. 


Para pulsos rectanquiares de corriente de amplitud umbral lu y de 
duración Ttpa utilizando como parámetros la reobase de corriente 
Iab y la constante de tiempo ts del sistema electrodo-tejidos- 
zona bianco, se tiene: 


Tus: Tap (41 + (Es / +1) fórmula de Weiss) (1) 
Tel 


Tu = (fórmula de Lapicque-Hi11) (2) 


CA — explo tp/ti) ) 


En la fórmula de Weiss ts coincide con la cronaxia, mientras que 
en la fórmula de Lapicque ter =i109, ci te. 
Hara la Ttórmula de Weiss el parámetro Só es igual a 2 mientras que 
para la fórmula de Lapicque dicho parámetro vale 1.382, de modo 
que en  cocordenadas reducidas E " Hu > la curva 
Er Teb 
correspendiente a la fórmula de Weiss se dispone por encima de la 
Curva correspondiente a la fórmula de Lapicque-Hi1l. Ambas 
fórmulas son compatibiez con la ley de la carga umbral limite Y 
con la existencia de una empliitud reobásica. 
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Desde la famosa (en su época) polémica entre Lapicque y Rushton, 
sobre el significado o la falta de significado de la cronaxia 
coma un (tiempo caraterístico de la excitabilidad tisular, 
permanecen abiertos varios problemas cuya solución es fundamental 
para poder emplear mejor la información encerrada en las curvas 
intensidad duración, tanto en electrofisiología clínica como en 
ingeniería biomédica. 


De todos modos, como señala Laget (17970, p 86) dichas curvas 


continúan siendo la mejor forma de caracterizar una misma. 


propiedad fundamental a través de tejidos excitables de la más 
diversa naturaleza, siempre y Cuando se tomen ciertas 
precauciones en las mediciones y en su interpretación. En esta 
memoria me propongo deducir expresiones analíticas para las 
curvas intensidad-duración, sobre la base de una teoría de la 


excitación que permita interrelacionar las propiedades de 
excitabilidad locales de la zona blanco con las propiedades 
giobales del campo de corriente eléctrica generado por el 


electrodo estimulador en los tejidos biológicos.- - 


Com se verá posteriormente, los resultados de ese trabajo 
contribuyen a la solución de los mencionados problemas, todavia 


abiertos. referentes al significado de los parámetros empíricos 
de la excitaebilidad, tal como se obtienen de las Curvas 
intensidad-duración. (¡Estos problemas se originan en la 


dependencia que presenta la conaxia de los parámetros del sistema 
electrodo tejidos y en consecuencia son independientes de las 
generalizaciones e impiicaciones Tuncionales erróneas que 
Lapicque y algunos de sus alumnos hicieron a partir del concepto 
de cronaxlea). 


Durante el proceso de deducción de expresiones analíticas para la 
relación entre la amplitud umbral y la duración de los pulsos 
estimuiadores, en el marco dei concepto de sistem=a electrodo- 
tejidos, se obtiene como una etapa intermedia una fundamentación 


de las teorías Tenomenológicas Clásicas de la excitación, 
conocidas como teorías de uno y dos factores, 0 teorías de KElair 
íun factor y de Rashevsky-Hili-Monnier ídos factores). 


a 


Tos s . A 43 3 yl ; z : z , 
Estas teorías se desarrollaron en la decada del treinta a can el 


propósito de explicar las curvas intensidad-duración (para 
pulsos: ao.  intensidad-Trecuencia (para estimulación mediante 
corriente _aiterna así como los fenómenos de acomodación a  Lña 
corriente ientamente creciente. la sumaeción tempora de 


estímulos, . la excitación anódica de apertura y otros hechos 
conocidos rel ciclo de excitabilidad, todos ellos 
descubiertos estimulando tejidos excitables mediante electrodos 
extracelulares . 


A mediados de la década del sesenta, Fitzhuah (1968) reformuió 
la versión generalizada de Young (193% de las teorías de ] 
factores, de modo de poderla aplicer al estudio de las cu 
intensidad-duración para la membrana del axón gigante de Cal 

E = a 


el empleo del modelo no linsai de 
Fi o para la dinámica de una membrana 


br 
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matemáticos de Blair (1932), Hill (1936, a y-b) y Young: (1937); 


atención especial al comportamiento del parámetro adimensionado. 
G” en esos modelos yasus valores experimentales obtenidos 
mediante estimulación con electrodos extracelulares,. con 
microelectrodos intracelulares y en condiciones de polarización 
uniforme de la membrana excitable.- 


Supongamos que como única señal de entrada tenemos un pulso de 
corriente eléctrica aplicado a traves de un electrodo activoy con 
un electrodo indiferente alejado. Como única señal de salida 
tenemos una variable binaria que simpiemente nos indica si la 
excitación de la zona blanco ha tenido o no éxito. 


En la teoría de un único factor de Blair se introduce una 
variabie de excitación, cuya naturaleza permanece indefinida y 
que llamaremos potencial local “Y siguiendto la terminología 
introducida por A. Hill (19236 a). Supondremos que la corriente 
total I (t) que atraviesa el sistema modifica el potencial local 
según la ecuación cinética: SY 


Ha We) +LI8$) 3 
Ap 2) + [3] 


En ausencia de corriente externa a el potencial locali se 
relaja exponencialmente a su valor de reposo Va con una 
constante de tiempo k, que se introduce como parámetro empirico. 
Se supone juego que existe un valor crítico Ur de Y, superior 
a VR y denominado umbral para el potenciai local, tal que 
cuando AÑ alcanza dicho umbrai desde valores inferiores, <e 
produce la excitación. El termino b, TI (t), que se supone positivo 
para corrientes catódicas, conecta la señal de entrada al sistema 
con la única variable de estado (el potencial local). Mientras 
que la función VE) - Uf R toma valores negativos, la excitación no se 
produce. Fero en el instante en el que se anula, la zona Dianco 
se excita. 
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introduciendo una función escalón H (4 que vale cero cuando Y 

Y es negativa y vale uno cuando“ es positiva o nula, la señal 
binaria de salida desde el sistema se puede construir mediante la 
función compuesta H (VI) - UR >? = S (t) 


3 $ € 


Lina historia de corriente aplicada es justo umbral si 


para telto +40),  mixtVIE) - Ur y = 14] 
conde se supone que la corriente comienza a ser aplicada en el 
instante t = to. 

Si Y íto: es el valor inicial del potencial local, integranda la 
ecuación [37] se obtiene, para MARES a 


(Eto) > E 
Y1+1= Vi +0 V1t4)-Va e E Azuodé [5] 


ia Corriente aplicada es una corriente de amplitud 
uración tp, que comienza a actuar cuendo el 
see (Su valor de reposo, de fórmula [5] y de 
umbrai [4] se obtiene la f a [2] de Lapica 
en este caso dez Ss Ye - Vr : 


Á partir de 


MUA LES SE di 


ámetros per 


En lo que sigue resumiremos algunos aspectos de los modelos. 


asi como la reformulación efectuada por Fitzhugh. Se prestará -una- 


Consideremos entonces un sistema electrodo-tejidos-zona blanco. . 
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A pesar que la fórmula de Lapicque-Hill, obtenida a partir. de 
modelo fenomenológico de Blair, generalmente - ajusta bastante 
bien a los datos experimentales obtenidos estimulando los tejidos: 
mediante. electrodos extracelulares, presenta un “valor: 
fijo 0 =1,582. Como dijimos al final de la parte. (E) precedente; 
es necesario utilizar al menos tres parámetros para caracterizar 
experimentalmente una curva intensidad duración, por lo que: nao 
resulta extraño que en el caso del miocardio la curva teórica se 
disponga ligeramente por debajo de la curva experimental (Pearce, 
Bour land y otros, 1982) mientras que en el caso del nervio se 
dispone ligeramente por encima, para duraciones intermedias de 
los pulsos estimuladores: no es suficiente ajustar la reobase: y 
la constante de tiempo para obtener una descripción fiel de la 
curva experimental. 
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Además de esta restricción. la teoría de Blair (1932) no permite j 
explicar la excitación anódica de aperturas ni los umbrales 
determinados aplicando corriente alterna de frecuencia variable, 
ni la existencia de una pendiente limite para el crecimiento de 
la corriente estimuiadora, por: debajo de la cual la excitación no 
se produce (Rashevsky, 1760, tomo 1, cap-31). Fara corregir estas 
deficiencias se formularon tres modelos matemáticos que emplean 
dos variables de estado: el de Rashevsky f(ap.cit.cap-.32), el de 
Hill (1936 a) y el de Monnier (1934). Posteriormente Youna (193%) 
(ver también Rashevsky, op-.cit.,cap. 33) mostró que esos modelos 
son Casos particulares de un modelo más general y que son 


equivalentes en lo que respecta a la explicación de las curvas 
intensidad duración .- 


Hill amplió ia teoría de Blair introduciendo un umbral vanmáble 
para el potencial iocal como nueva variabie de estado. Supuso 
que la cinetica de este umbral local viene dada por la ecuación 


dto F A 


donde A es la denominada constante de tiempo de acomodación y 7 
es el denominado "grado de acomodación". Cuando “V VR . el 
umbral local se relaja exponenciaimente a su valor de re_poso OR 
con A como constante de tiempo. Se supone que Ver es inferior a 

Ye y que la condición de excitación es V= UU" , Siel proceso 
de excitación comienza desde los valores de veposo de ambas 
variables de estado, a medida que V crece y se aproxima a UJ esta 
última variable crece a su vez. Fero coma A es normaimente por lo 
menos un orden de macnitud superior a RÁ. Un escalón de corriente 
catódica lo bastante intenso nace que el potencial local  «e«cabe 
por alcanzar al umbral local y la excitación se produce (Tig.i2a) 


Asimismo, un puiso de corriente anódico lo 


suficientemente 
intenso y Curadero hará disminuir tanto el potencial locali como 
ei umbral local a partir de sus valores de reposa y llevará al 
umbrad io0cai por debaja del valor de reposo del potencial local. 
En ese caso, ai finalizar dicho pulec, el potencial ioceal 
retornará hacia su valor de reposo más vapidamente que lo que 
retorna el umbral local pudiendo nuevamente "Y alcanzar a UT: 
se. pi ira i itación anódica de apertura  (Tigd. 
¿ itieren en por lo menos un crden de 
arlo nerimentaimente en Tormes 

de S 
que comienza e ser 

21 siempre y cuando 
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Esta condición equivale a la siguiente (que es la condición de... ES 


umbral Usado por Hill): para un cierto instante tee se: verifica 
Vity)a UH) y ol VIE) AUT). 


Igual que antes, el estado del sistema da es observable: sólo la 
variable binaria Sit) HÓVE)-— U 14y) (donde H (w) es la 
misma función escalón introducida previamente) se , puede 
determinar observando si la excitación se produce O no. 


Si suponemos que -5 A (acomodación completa) como supuso Hill en 
sus memorias de 1936, es posible obtener la siguiente expresión 
para la curva intensidad-duración aplicable a la excitación 
catédica de cierre (ECC) (ver Noble y Stein, 1966) ER 


A 
AA eg ARA 


a D $ 4 (UVR) 
ts= Ry EA de mientras : Te) = (DÉ y 37 [11] 
La fórmula [sel se aplica par on dl duraciones tp 
comprendidas entre 0 y us AMY CL — [i27 (que es 


la duración útil nasta la o Md la fórmula [8l 
junto con la definición de ts, 1Rb y Y ¿se ve que esta expresión 
analítica de la curva intensidad duración depende ahora de tres 
parámetros independientes = Es. TRb y «R/A) «Cuando (4/7) tiende a 


cer, la Tórmula [se] se reduce a la fórmuia de Lepicque de la 


teoría de Blair, con O = 1,582. A medida que (R/A> crece, 
aproximándose a uno, el parámetro O” va disminuyendo hasta que en 
el límite valeO = 1.4355 (Cole, 1972, p.2594). 


la introducción de la variable de acomodación U disminuye el 
valor de C.para los mismos valores asumidos de la reobase y de la 
constante de tiempo del sistema electrodo-tejidos-zona blanco. 
Como consecuencia de ésto la fórmula [es] representa mejor la 
relación entre la amplitud umbrai y la duración de los pulsos 
catódicos Dara nervios xcitados mediante electrodos 
extratisulares. La teoría de Hill suministra también una 
expresión analítica para la curva intensidad-duración 
correspondiente a la excitación anódica de apertura (Hil1,i9262a), 


para diversos fenómenos relacionados con la sumación temporal 
de estímulos y con el cicio de excitabilidad. así como para la 
pendiente limite de crecimiento de una corriente estimuladora. 
Con los parámetros adustados a pertir de la curva intensidad 
duración para la excitación catódica de cierre, se efectuaron 
TLUMeros==z predicciones que se pudieron verificar 
experimentaimente en situsciones muy diferentes a las utilizadas 
pare estimar dichos ia Como señala Davson (1 


AN 
pas teoría de Hill es una tecria 

un vasto número de nechos 
con la estimulación eléctrica de 
extracelulares, involucrando para 
de tiempo: y A (a llo sumo tres 


> 


pa Pl Y Ya) eN 3, T HE) 13a] 


A as dos RM Y Y NT 


o 


E Pa 


e- fat Va) + har (0 Ur) 24 114) (130] 


Los ao EA cinéticos Raa y Rez se supone «son negativos. 
Foniendo 2a= 0; E) se obtiene el modelo de Hill. Poniendo Ka =0 
Y Ros =0 se obtiene el modelo de Rashevsky. Introduciendo . la 
variable 91H) =(0U10)-Ug)-(VE)-VR). a partir de (i3a1] y [13 b] 


se deduce una ecuación equivalente a la utilizada por Monnier: 


A? o — Css + Aza Jal Pp + (Rar kar Res Ag ) b= 41 


At AE Cay ANTES [a Ad a ad TED 


Parrack (1940) mostró que esta última ecuación, sin la hipótesis 
de acomodación completa (que equivale a considerar nulo el 
coeficiente de la corriente giobal en el segundo miembro de la 
ecuación C14] . aunque no resultaba suficiente para describir el 
conjunto de fenómenos relacionados con la excitabilidad del 
nervio conocidos por ese entonces, se ajustaba mejor a los 
resultados experimentales que las ecuaciones del modelo de Hill. 


Es interesante remarcar que, pese a los potenciales eléctricos 
oscilatorios encontrados por Arvanitaki (1939) en fibras 
nerviosas, se suponia que la matriz de constantes CBeIcsE HRKij 
solamente podía presentar valores propios reales. Esto, Én 
términos del parámetro UÚ implica que éste está acotado 
<uperiormente por 1.582 (el valor correspondiente a la teoría de 
Elair) e inferiormente por 1.439 (Fitzhuah, 1966). Los valores 
experimentales para Tibras estimuladas mediante electrodos 
extracelulares quedaban comprendidos en ese intervalo. Fera 
cuando se pudo investigar las curvas intensidad-duración para la 
membrana uniformemente polarizada (del axón gigante de Calamar ) 
tanto er forma experimental como mediante técnicas de simulación 
digital a partir de les ecuaciones de Hodgkin y Huxley, se 
encontró que el parámetro O. tomaba valores significativamente 
por debajo de 1.453 (sus valores se haliabéan en un entorno 
estrecho de 1,27). Coma consecuencia ni ei modelo de Hill ni  <u 
generalización debida a Young, con la restricción mencionada, 
describían adecuadamente la situación en el caso de la membrana 
uniformemente despoiarizada. 


Fero si se supone que la 
presenta valores propios com 
carámetro O” pasa a ser 1, 
permanece  igua 

compieta? o 
acomodación com 


iz de coeficientes cinéticos 
cs, la cota inferior para el 
ientras qu la cota superior 
o no se supone acomodac ión 
or 1,435.  ícuando se supone 


Los valores del parámetro O tanto experimentales como producto 
de la simulación digital sobre la base de la teoría de Hodgkin y 
Huxley, caen entonces e dentro del dominio de validez 


dei modeio de Young con valores propios complejos.- 
ecuaciones de 
Stein (19667 
de una Tibr= 
intracelular 
unitorme a 


modelo de ' Hill. Entonces. una misma fibra - despolarizada 
uniformemente presenta valores de O” incompatibles con el modelo 
de Hill original, mientras que si se la despolariza en forma .no 
uniforme se: produce un corrimiento del parámetro O” hacia el 
dominio de validez de la teoría de Hill. Este hecho deberá ser 
considerado en el contexto dela fundamentación de los modelos de 
dos factores que se presentan:en esta. memoria. 


Fese a su capacidad para describir las curvas intensidad-duración 
mediante expresiones analíticas muy convenientes, las teorías 
fenomenológicas de dos factores emplean variables de estado V y UY” 
cuya naturaleza no definen. o lo hacen en forma confusa, €e 
introducen en forma ad-hoc la: condición de estado umbral: Y = U”, 


Fara el caso de la membrana del nervio uniformemente polarizada 
Fitzhugh (1969) interpretó el potencial local como potencial 
electrico de membrana y la variable Ú” como una variabie de 
acomodación (posiblemente representativa de los procesos de 
inactivación de la conductancia del sodio y activación de la 
conductancia del potasio). 


pe ; PP z Ele ] , 
En este caso la corriente electrica aplicada actúa sobre la 
variable "Y", de modo que debe ponerse % =0 en las ecuaciones 


Cial. 


La condición de umbral V =U divide el piano de estadQSen dos 
semipilanos. lÚno que posee el punto de reposo KR y en el cual el 
estado de membrana evoluciona regido por el sistema de ecuaciones 
diferenciales lineales [13].- 


A 


El otro, más allá de la recta umbral, corresponde a los estados 


excitados de la membrana. Estos estados quedan fuera del 
alcance de las teorías clásicas de los dos factores. Fero se 
nuede estudiar la :dinámica de la membrana uniformemente 
polarizada en esa región del plano de estados utilizando una 
versión no lineal de la teoría de dos Tactores: el modelo de 
Bonhoeffer-Van der Fol ya mencionado a uno de los sistemas 


reducidos que se obtienen a pertir dei modelo de Hodgkin y 
Huxley. 


Esta permite j ificar la barrera de excitación V = ¡03 gue se 
postula en las teorías de dos factores Tenomenológicas, pero 
solamente para el case de un elemento de membrana uniformemente 
palarizado. Debemos entonces buscar una interpretación para el 


potencial local, pera el umbral local y para las const 
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condición de umbral para la excitación d 
sistema electrodo-tejidos cuando. el 
polarización no uniforme del tejido =xcit 


e Una zone Dienco en un 
electrodo produce una 
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ble. 


l . e 
Respuestas electricas activa y pasiva. El sistema electrodo- 


tejidos como dipolo equivalente. El 


Cuando el sistema electrodo-tejidos-zona blanco es atravesado por. 


a r e . 4 . . E 
una corriente eléctrica aplicada, se pueden distinguir dos tipos 
de respuesta electrica en dicho sistema.-— 


Por un lado la respuesta binaria mencionada en la 
sección precedente, que informa Ssi la excitación de la zona 


blanco ha tenido o no exitoz a esto propongo llamarle respuesta 
eléctrica activa.- 


Por otro lado conviene introducir el concepto de respuesta 
electrica pasiva del sistema electrodo-tejidos (con independencia 
de cual sea la zona blanco de la estimulación). Esta es la 
respuesta que presenta el sistema electrodo-tejidos cuando se lo 
considera globaimente como un dipolo en el sentido de la teoría 
de circuitos eléctricos, una de cuyas terminales es el cable del 
electrodo activo mientras que la otra se encuentra conectada al 
electrodo ¿indiferente ísi se trata de una estimulación 
monopolar),.,a bien una de las terminales se conecta al cátodo y la 
otra al ánodo (si se trata de una estimulación bipolar). (Es 
posibie extender las consideraciones que siguen a sistemas 
estimuladores con más de dos electrodos, pero para concretar nos 
limitaremos a dos electrodos).- 


Fara caracterizar el dipolo eléctrico equivalente al sistema 
electrodo tejidos se puede introducir un pulso rectanguiar de 
corriente controladas de amplitud Toy y turación Tp. ambas 
regulabies, registrando la respuesta de voltaje qe que aparece 
entre las terminales del dipolo. 


Esto puede hacerse en forma independiente de que el pulso de 
corriente aplicado logre o no excitar la zona bianco que interesa 
estimuiar .— 


Como alternativa, puede aplicarse un pulso rectanguiar de voltaje 


controlado, de amplitud Uoy duración tp, registrando la 


respuesta de corriente 1 ít) que atraviesa el sistema. 


Variando la amplitud Y la duración de los pulsos y midiendo las 
modificaciones que sufre la respuesta en la variable conjugada 
corriente cuando el pulso es de voltaje contralado y voltaje 
cuando el  puiso es de corriente controlada <e Obtiene una 
caracterización experimental del dipolo equivalente al sistema 
electrodo-tejidos, que presenta interés tanto desde el punto de 
vista de la ingeniería biomédica como desde el punto de vista de 
la electrofisiologia ciínica. iEsta caracterización puede también 
efectuarse empleando corrientez alternas de amplitud y frecuencia 
Variables). 
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el pulso rectangular, presenta una respuesta retardada que es 
creciente en el caso del voltaje y decreciente en el caso de la 
corriente. 


Una vez finalizado el pulso estimulador, la variable conjugada 
sufre un brusco descenso, que acompaña el Cese del pulso 
aplicado. Dicho descenso brusco tiene la misma extensión que el 
ascenso brusco al principio del pulso aplicado. Si este último se 
lleva a cero, como muestran las figs. 13 y 14, la correspondiente” 
variable conjugada presenta todavía una respuesta post-pulso. 


Con el fin de cuantificar lo anterior es conveniente introducir 


una resistencia generalizada o aparente Rf /t¡ZIo)= 11 1£) de 
o 
para pulsos de corriente y una conductancia generalizada 0 
aparente para puisos de voltaje: CultjUy)= =2 pa 
o 


para instantes de tiempo comprendidos entre el principio y el fin 
del pulso considerado. 


Si el sistema electro-tejidos., en tanto dipolo eléctrico, fuera 
estrictamente lineal, Rx y Cu serían independientes de. las 
amplitudes de puiso TT, Y UU, respectivamente. Experimentalmente 
se encuentra que generalmente no lo son. 


Ahora bien, en las condiciones de amplitud y duración de los 
pulsos empleedos en la estimulación eléctrica de tejidos el 
comportamiento giobal de estos últimos es aproximadamente óhmico 
en lo que e la respuesta eléctrica pasiva se refiere ¡Ilrnich, en 
S5chaidach y Furman teds 19735; —Schwann, en fdelman y Goldman 
eds) 1982.) For lo tento esa no linealidad se debe 
Tundamentalmernte a la doble capa electroquímica que se forma en 
la interfase electrodo-tejidos (Mansfieid, 179763 Greatbach y 
gahn, (197%), Si €el electrodo fuera perfectamente impolarizabie 

Ss fases reterdadas en la respuesta de voltaje y en la respuesta 
de corriente prácticamente no se producirían y en este caso RI y 
Cr serían constantes e independientes de To y de Ll, 
respectivamente. 


E se 


Experimentaimente se encuentra que la resistencia caicuiada sobre 
el  Trente de un puiso de corriente y la conductancia Ccaiculada 
sobre el frente de un puiso de voltaje, pere el mismo sistema 
electrodo-tejidos en un mismo instante to en instantes próximos) 
son aproximadamente recíprocas una de la otra ísu producto vale 


aproximadamente uno) Ohm, Brelvik y Cctrosa. 17984). 


le soilemente de la 
de la resistencia Er 
tejidos: Rp=Rc+Ry [3] 


se tiene de hecho 
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“esto producirá variaciones significativas en Rp. 


resistencia. de los tejidos. Si Ry es comparable o mayor que 


, 


Entonces se.modificará la amplitud de las fases de ascenso brusco... 
de voltaje o de corriente quefacompañan el comienzo del pulso de 
“corriente o de voltaje. Como es el pulso de corriente que 


efectivamente atraviesa el conductor de volumen de los tejidos el 


que determina, en. igualdad de los demás: condiciones, si la. 
excitación de la zona blanco se produce O nO, las modificaciones. 
en Re no afectan al umbral de corriente medido mediante pulsos- 


rectangulares de corriente controlada de amplitud y duración 
regulables, puesto que la fuente de corriente los introduce en 


forma prácticamente independiente de la impedancia de carga. Pero. 


cuando se aplica un pulso de voltaje controlado la situación 
puede ser muy diferente porque la amplitud y forma del pulso de 
corriente conjugado puede modificarse significativamente al 
variar Rp. (Ohm, 1920). Esto, por sí solo, o en combinación con 
una modificación de la distancia entre el electrodo activo y la 
zona bianco, puede modificar notablemente la amplitud umbral para 
puisos de voltaje controiado de duración fija. (Las variaciones 
en la distancia entre el electrodo y la rcona blanco modifican la 
distribución del campo de densidad de corriente eléctrica en 
dicha zona, lo cual se refleja en una modificación de la amplitud 
umbral tanto de los puisos de corriente como de los puisos de 
voitaje controlado. Uno de los propósitos de este trabajo es 


modetfar matemáticamente esas modificaciones, precisando de que 
manera se acopla el campo de corrientes eléctricas exógenas con 
las variables que describen el estedo de las membranas 


excitables). 


Las modificaciones que sufren las variabies globales que 
caracterizan ei umbral de excitabilidad dei miocerdio en la 
estimulación electrica crónica íel denominado “incremento 
fisiológico del umbral") se asocian con las mencionadas 
variaciones en la resistencia de los tejidos próximos al 
electrodo tendocárdico) y en la distancia entre el electrodo y 
los tejidos excitables. 


A — su vez, todas estas modificaciones se correlacionan con la 
evolución que sufre, desde el punto de vista histofisiolégico e 
histopatológico, la región adyacente al electrodo crónicamente 

implantado íSzabo y Solti, en Schaldach y Furman 1e0dS, 19773 
Doenecke,, Flothner y otros, en Schaidach y Furmanñ, 0p+ cita, 
Milier, Mac Gregor y otros, en Aubert y Ector (eds) 19595, Fipart, 
Mugica y Fioger t 


- = y e 


« en Aubert y Ector (eds) 198).-ETectivamente, 1 
Causa principal dei "incremento fisiológico dei umbral" y de las 
Maniteltcciónes conexas con dicha incremento, es la reacción a 
cuerpo extraño jue se desencadena una ve im 
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No obstante todas las reacciones postimplantación presentan 
algunas caracteristicas comunes, asociadas con la formación '* de 
una capa líquida (edema inflamatorio) entre la-- superficie del 


electrodo y los tejidos, - que posteriormente se reabsorbe' siendo - 
sustituída por una cápsula de espesor irregular formada por: el: 


crecimiento e infiltración de tejido fibroso. Durante todo éste 
proceso se producen variaciones en la conductividad eléctrica 
local y en la distancia entre el electrodo y la zona blanco de la 


estimulación. Estas variaciones, si son -lo bastante acusadas, se: 
reflejarán en modificaciones medibles que. exhibirán las” 


variables: globales del umbral. . 

En las figuras 11 (la) (b) (c) y (d) se puede ver un ejemplo de 
modificación de una variable global del umbral (en este caso la 
amplitud de los pulsos de corriente controlada) relacionada con 


la reacción postimplantación, cuando el tejido excitable es 
miocardio. j 


A medida que pasan los días la ey «citabilidad global disminuye 
(las curvas intensidad-duración se desplazan hacia arriba) y 
luego se estabilizan, a veces despues de una fase en la que la 
excitabilidad giobal se ha recuperado un poco.- 


Este fenómeno fue muy estuadiado en electrocadiología por su 
relación con el denominado "bloqueo de salida" en los marcapasos. 
Luando la amplitud de los pulsos de voltaje controlado que el 
marcapaso aplica al sistema electrodo-tejidos se mantiene 
constante, una amplitud que es supraumbral en el momento de la 
impiantación del electrodo puede llegar a ser subumbrai durante 
los días en que se produce el "incremento fisiológico del 
umbral", con el consiguiente probiema terapeútico originado en la 
perdida de control sobre el ritmo cardíaco.- 


En la época en que los marcapasos no podian regqularse desde 
afuera, esto exigía emplear amplitudes de pulso bastante 
elevadas. lo Cual  drenaba rápido la carga de las baterías y 

biigaba a reintervenciones más frecuentes. Ánora, cuando se 


dispone de marcapasos programabies desde afuera, este aspecto del 

probiema se ha resuelto. Pero siempre es deseabie minimizar la 
= %_ . ns z zz ñ = : : 

energia electrica consumida por los tejidos, durante el pasaje de 


un uieo estimuiador , sobre todo la de los tejidos no. 


involucrados ¡irectamente en la estimulación. De ahí la 
conveniencia de diseñar electrodos para los que las Variables 
Globales del umbral adopten los valores más bajos que sea posible 
“Y que se incrementen lo menos que sea posible durante la reacción 
postimpiantación .—- 


Muchas de estas consideraciones pueden aplicarse tambien a la 

estimuiiación de nervios y músculos. Rueda ciaro entonces que las 

modificaciones en las variables giobales que caracterizan la 

excitabilidad del sistema elect trodo—- tejidos-=-zona blanco pueden 
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introduciremos la funcional de excitación como: criterio que 


caso del umbral de excitabilidad del miocardio, que presenta un- 
ritmo circadiano y que se ve alterado por «Estados emocionales). 
Para comprender las modificaciones que. puede sufrir un pulso de 
corriente asociado a la aplicación de-un pulso de voltaje al: 
sistema electrodo-tejidos, es preciso construir un modelo de tas 
respuesta eléctrica pasiva de dicho sistema. En la sección (E) 
siguiente construiremos dicho modelo. Para intentar comprender 
las-. complejas interrelaciones entre las variables globales y las.. 
variables locales del umbral es necesario formular un criterio- 
que-permita predecir si un pulso de corriente dado, de duración y'- 
forma... arbitraria, tendrá o no éxito en excitar una determinada. 
región tisular. En la sección (F) de “(este mismo capítulo 


permite determinar el éxito o el fracaso de la estimulación 
o A « . 
electrica mediante electrodos extracelulares.- 


yde 


(E) Modelo de la respuesta eléctrica Pasiva 


en lo que tiene que ver con la respuesta eléctrica - had 
definida en la sección precedente, puede representarse mediante 
una red eléctrica a parámetros concentrados como la que  muestr 
la fig. 13 para una situación de estimulación monopolar .— : 


En una primera aproximación la interfase electrodo-tejidos púede. 
representarse mediante una combinación en paralelo de. un. 
capacitor (de Helmholtz) y una resistencia de Faraday). (lrnich, - 
en Schaldach y Furman te05),49 FL; Mindt y Schaldach, idem)... 
For su simplicidad esta representación continúa siendo utilizada 

en electrofisiologiía clínica (Ripart y Mugica, 1983; Aubert y: 

Ector, 1985) y «se “ha desarrollado un modelo de la respuesta 

eléctrica pasiva basada en ella (Suárez Antola, 1982 y 1985).- 


En una segunda y más precisa aproximación al comportamiento 
electrico de la interfase, se encuentra que la red RE. es una 
sobresimplificación demasiado drástica, puesto que desde un punto 
de vista estrictamente cuantitativo no parece posible describir la 
interfase mediante una combinación finita de resistores óhmicos y 
capacitores ideales (GCreatbach y Kahn, 1974). Desde fines del 
siglo pasado se sabe que la impedancia asociada a la interfase de 
los electrodos metálicos Ílcomo los de acero y platino a menudo 
empieados como material para electrodos en electrofisioiogía 
clínica) con soluciones electrolíiticas depende de la frecuencia 
de la corriente alterna empleada pera medirla de una forma 
diferente a la de una red RE simpie, y que cuando la densidad de 
corriente elterna supera un Valor umbral, la interfase se 
comporta como un elemento no lineal.- 


Fricke resumió los datos experimentales existentes nasta 
rrespondientes al intervalo de densidades de 
i que la interfase presenta un compartimiento 
lineal, mediante dos fórmulas, una para la parte resistiva y otra 
para la parte reactiva de la impedancia de la interfase, que 
pueden condenserse en la siquiente expresión en el campo complejo 
Zelo) = CKeo/ gc)” ) 14] (Nightingale y Allsop, 1958). Aqui tu 
es la frecuencia de la corriente alterna aplicada, d= -4 > Kyo 
es un parámetro o v 


ositivo inversamente proporcional al área de la 
superTticie del electrod Yy mm es un parámetro positivo 
comprendido siempre entre Ú y 1. Esta impedencia en el dominio 
de las frecuencias corresponde a la denominada "ley potencial" de 
la velajación elsctrica en el dominio del tiempo. Ver PORER Y 
donnson, 19733, 


El aj a (denominado "impedancia 
ánguia ndo se la escribe as ida VA! el 
resulta Tase $ =(m7/2) no depende 
de la emente "bueno para distintos 
tipos intervalo de frecuencias, en 
la zons Se 


ba. abstante, crriente supera un cier 


¿ta una relación Yoli 


walor Lara 


no 


como la que nos proponemos realizar. Por ello propongo describir 
la interfase electrodo-tejidos mediante un tipo de impedancia que 
se utiliza en geofísica para organizar y condensar los resultados 
experimentales obtenidos al aplicar el método de exploración del 
subsuelo conocido como "metodo de la polarización inducida": la. 
impedancia de Drake (Van Vocrhis, Nelson y Drake, 1973). 


Dicha impedancia viene dada por una expresión del tipo y (,)= A 
i sr 

Nuevamen te Ke,o y m son parámetros positivos, con ke,o 

inversamente proporcional al área de la cabeza del electrodo y m 

comprendido entre 0 y 1, mientras que el nuevo parámetro positiv 

O mide la resistencia de la interfase para 2 corriente Lois 


(4=0): a ES] 
Esto último concuerda con lo que se observa en rango de 
operación de los equipos generadores de pulsos que se pi en 
electrofisiologiía clínica, donde el voltaje aplicado induce Casi 
siempre en la interfase electrodo-tejidos un voitaje superior al 
crítico, a partir del cual comienza a fluir una corriente a 


L = A . A z 7 4 : 
traves de la resistencia farádica en parelelo con el elemento de 
ánqgquio de fase constante. 


Ai aplicar un pulso de voltaje de amplitud fija, la intensidad de 
la corriente aumenta bruscamente y luego decrece monótonamente 


hacia un valor final que depende de la resistencia estacionaria 
de la incerfase.- 


Hasta hace pocos años los parámetros Ee,o y m eran parámetros 
puramente empíricos de los que se sabía poca cosa: tanto m como 
Ee,o parecían depender de la microestructura irregular de la 
supe erficie del electr por lo menos Fe,o parecía depender de 
la naturaleza de la doble capa electroquímica que se forma en la 
interfase. (Waiton, Gergeily y Economides, 1987). Fero los avances 
en la teoría de los sistemas desordenados han hecho posible el 
análisis de problemas que involucran geometrías irregulares -— 
coma es el caso de la microestructhuira de la interfase electrodo- 
tejidos — por medio de metodos estadísticos. En este enfoque el 
concepto de fractal tal como desde (1975, lo ha introducida 
Mandeibrat (199847, ha resultado el instrumento Dásico para 
describir y medir la  "rugosidaed”* de la interfase a nivel 
microestruc tuna di (FTeiftTer y AwniT a 19833 fvnir, Farin y 
PrTelffer, 1985). 


Ca ¿interfase se puede caracterizar mediante su dimensión 

tr lica As « que es un númera comprendido siempre entre 2 y 3. 
Ela en la idea de la interfase com ba tal, Liu taplan y 
Sr i9871 en Una serie de f 
“va modelos de superficies 
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diente resulto 


lineal . equivalente a su vez a una combinación en serie y en, 
oposición de dos díodos Zener. Resulta asi un modelo no lineal de. 
la interfase, que se ajusta muy bien a los hechos pero que es | 
bastante - complicado de utilizar en una aproximación analítica: 


ta 


A a TE 


En particular, una superficie idealmente "lisa” posee ds = 2 y m 

está acotado superiormente por la unidad. Sim = 1 el elemento de : 
ángulo de fase constante se.reduce a un capacitor ideal y la 

impedáncia de Drake corresponde en este caso a una combinación en 
paralelo de un capacitor ideal de capacidad Ke,o con un vresistor 

ideal de resistencia (Ke.0/on). 


Por el contrario, cuanto más "rugosa" es la superficie del 
electrodo, mayor es su dimensión fractálica, más próximo a cero 
estará (el valor del parámetro m y como consecuencia menos 
polarizable resultará el electrodo, porque su impedancia tenderá 
a independizarse de la frecuencia de la corriente alterna 
aplicada. En el dominio del tiempo esto significa que cuanto 
mayor sea ds « Menos acusada será la relajación de la corriente 
asociada aun pulso de voltaje controlado y menos acusada será 
la respuesta retardada dei voltaje asociada a un pulso de 
corriente controlada. Por lo tanto ei objetivo de diseño, 
generalmente admitido, que es obtener electrodos (tanto para 
estimular como para sensar la actividad eléctrica de los tejidos) 
que se polaricen lo menos que sea posible, puede traducirse en un 
criterio geométrico: obtener interfases electrodo-tejidos cuya 
dimensión fractálica sea lo más elevada que sea posible. 


Consideremos ahora el dipolo eléctrico equivalente al sistema 
electrodo-tejidos, en el caso demun electrodo activo único 
acompañado por un electrodo indiferente lo bastante extenso como 
para que su polarización pueda ser despreciada. En ese caso, en 
el marco de un modelo lineal, la relación entre el voltaje UY (t) 
y la corriente 1 ít) que atraviesa el sistema se uede expresar 


si: z 
a U HIS RAT) + Lx tt- e) TIP)4dE [+] 


suponiendo que el puiso comienza en t= O. El termino Rp 1(t£) 

representa la caid*x de potencial a traves de la resistencia del 
cable y de la resistencia de 1035 tejidos. El otro sumando 
representa una aproximación lineai a la polarización de la 
interfase electrodo-tejidos. Si representamos dicha interTtase por 


una impedancia de da o (Kes/rim) ) * (e YE q [s] 


siendo Tm) la función Gama de Euler de argumento (Mm, (Shuey Y 
Jobmmson, 1973). Introduciendo los tiempos característicos hs(4/7 [E7 
Y O (Rp/Ke Ne [+8 función E (Ti se puede reescribir de esta 


dm_ R - 79 
forma: KE itI= «¿E (2) e P, [e] íSim<= 1 se obtiene pa e E 


ue genera la respuesta retardada del va 
corriente aplicada, cuando la interfase 
una red RE ideal: 


rn. - . 
itaje a un escalón d 
se representa mediante 


Aplicando un escalón de corriente patalncios se obtiene a partir 
de [% y de la fórmula DB (1] la A expresión para la 
resistencia generalizada: Ri !Htl=Rp + [Kio [a]. Se trata 
O 
de una  Tunción monétona creciente cue toma valores entre Fp 
.. + e 
cuando EX O) y Rp + [ted e (cuando Ele) donde KIt) dis ña viene 
0 o 
deda por la fármula [3 de esta Po oo 


Da Ae pendencoa de Yi Al Conoce Como ey hiperbifica), 
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Para obtener una expresión para la conductancia generalizada en 
terminos de los parámetros que describen la respuesta electrica 
pasiva del sistema electrodo-tejidos, es necesario invertir la 
ecuación [4] haliando 1(t) en función de UU (t). 


Esto puede hacerse aplicando la transformada de Laplace a ambos 
miembros de la ecuación [4) despejando luego la transformada de 
1 (t) en función de la transformada de UY (ít) y finalmente 
antitransformando. Se e la ara 


En T (4) E tE) Si la Es E) QUe ld t*) [101 
donde BN pronta (11] 
Li4a Cll Era y ($ /9,) : 


si la ER E la interface <e representa mediante la 
impedancia de Drake. (Aqui, los tiempos característicos vienen 
dados por fórmulas [6] y ([7]1de esta sección en terminos de los 


parámetros  Ke,o ym). La función id 
z E E 1), Dltnla a 


en la teoria de los materiales borsdresrie Plate en 
cuyo contexto ha sido estudiada. Se la puede aproximar ¡(Rabotnov, 


1980,p.29) por la expresión í2-m)3" mm, E (EI Em 
E - Exp [3 ) e 


de modo que se obtiene la siguiente expresión aproximada para la 
función que describe la o de la corriente en el sistema 
electrodo-teiidos: 


Lila [EZ E A ee exp (2 pa] 2) 02 


(Siom= l se tiene: a Lt) - GX que, junto con la ec.(10), da la 
relajación de la corriente a traves de una resistencia FRp en 


7 Pm 


serie con una red RC ideal. Esta expresión es exacta). 


Aplicando un nea de vaitaje, de la ecuación r10] se obtiene 


3 


la siguiente expresión ¡para la conductancia generalizada 
ídefinida por la Ad D cede 
i3 

Cultlz al CAL Ad | 63] 
Es una o monótoma decreciente que disminuye desde Al 
ícuando tv 0) hasta 1/íRp + Rd) para t F4* > donde Rd es la 
resistencia asintótica de la interfase electrodo-tejidos. ya 
mencionada i7f1iG+. 17). 


uacio y Hol). junto con las definiciones [el y (12) 
Ss T Ít) Y L Íít) respectivamente y con las 
ciones 71 de los tiempos característicos Po y O, " 
tuyen E matemático completo para describir la 
sta e del sistema electrodo-tejidos. Varias 
siones antes se desprenden ya de un modelo mucho más 
E por las ecuaciones [41 y [40] en las que no 
e talla eres Eo L£ta Y L 1t) “ Sino que se 
restringen En este caso se pueden considerar coma 
un par de “integrales de VYolterra de las cuales una es 
j j 1: 5773 Rochstadt,i9 75. 


son independiente 
puesta que EX (1) 


0 
on 0 
q 


Po A 


postimplantación. 


En cambio L (t) depende estrechamente de Rp, inclusive en la- 
forma en que tiende a cero a medida que transcurre.el tiempo, por. 
lo que la respuesta de relajación de la corriente frente a un 


pulso rectangular de voltaje, que viene dada por el termino 


(9 Cute /Ro %que se agrega a Ue /Ra ¿depende fuertemente de Rp y por 


ende de 1£ resistencia de los tsidas: Inspeccionando la fórmula 
[12] para L (t) se advierte que si a disminuye, aumenta la 
velocidad de relajación de L (it) a Cero, con un aumento 
concomitante de- la velocidad de relajación de la respuesta de 
corriente hacia su valor estacionario final Uso /CRpRd).Lomo PD, 


disminuye cuando Rp disminuye (fórmuia [7] de esta sección) y Rp 
disminuye cuando la resistencia de los tejidos disminuye, resulta 
que Py disminuye cuando la resistencia de los tejidos disminuye. 
Generalmente la resistencia de los tejidos disminuye y luego se 
recupera durante la reacción postimplantación (Ohm, 1980; Suárez 
ántola, 1985). Entonces, a diferencia de lo que ocurre con la 
forma del pulso de voltaje (asociado a un pulso de corriente 
controlada) la forma del pulso de corriente flasociado a un pulso 
de voltaje controlado) se modifica durante la reacción 
postimplantación: si bien aumenta su amplitud inicial, se relaja 
más rapidamente hacia su valor estacionario. íFig. 158).La cuantía 
de esta modificación depende tambien de la resistencia 
estacionaria de la interfase y de la duración del pulso 
rectangular de voltaje. 
Cuanto menos polarizabie es el electrodo, tanto menor es la 
resistencia estacionaria de la interfase, y entonces tanto menos 
se modifica la forma del pulso de corriente, conjugado a un 
mismo pulso ractanquiar de valtaje, durante la reacción 
postimplantación. porque tanto menos importante es la fase de 
relajación de la corriente (independientemente de la rapidez con 
que se produzca) respecto de la amplitud del frente del pulso. 
íEsta última se modifica siempre que Rp Varie, en Tforma 
independiente del grado de polarizabilidad del electrodo).- 
De [81 y [121 se desprende la siguiente relación aproximada: 
CALIDO (Pm) i2- Tm / Ry )- ex [-2mV on (£/9,)7 [i4 
De [141 se desprende que L (t) Elnde cero más rapidamente que 
Et a medida que transcurre el ema. 


Hemas construido asi un modelo matemático de la respuesta 

eléctrica pasiva en el sistema electrodo tejidos, que involucra 

cuatro parámetros: Rip, Rd í0 00), Ee,o y m.- Los tres últimos son 

propiedades de la interfase “la doble capa electroquimica) entre 

la cabeza del electrodo y los tejidos biológicos. El primero 

condensa en el valor de una resist mica el comportamiento 
lo j 


modela 
toda 


resistencia de los tejidos se modifica durante la reacción 


estimulación. : 


2 
E 
d% 


Dejaremos pendiente? 

resistencia: de 1los* tejidos depende del . tamaño y. forma del 

electrodo, así como de las propiedades de conductividad locales.- 
E e. ; 


por ¡el momento, el estudio de cómo la 


Nota: 

Al parecer, en la base de las relaciones hiperbólicas 
de la viscoelasticidad, de la teoría kfenomenológica de 
dieléctricos, y de la electroquímica, se encuentra una 
jerarquía de grados de libertad. La evolución de un grado de 
libertad asociado a un nivel dado en la jerarquía es 
condición previa para la evolución de un grado de libertad 
asociado al nivel siguiente. Esto conecta el problema de las 
leyes hiperbólicas con el tema de los fractales (Schlesinger, 
en Koslow, Mandell y Schlesinger (eds), 1987; Suárez Ántola, 
1987). : 


(Ver el pnat de Fa Dadá ¡as de fa Discorión Fino? 


Sobre una pocibfe re € 


acisn entre Las He y er Auiper bo ticas 
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tejidos y- el proceso de excitación de la zona. blanco de la. 


ed) 


(F) La funcional de excitación 


Si bien la descripción del proceso de estimulación eléctrica de. 
un determinado sistema electrodo-tejidos-zona blanco, mediante el: 
uso de una variable binaria de salida, permite establecer con. 
precisión si la excitación que se busca se ha producido co no, por 


sí sola esa variable no permite distinguir entre un pulso  justo- 
umbral y un pulso supraumbral.- 


Esta diste: por el contrario, puede hacerse a traves de Td: 
curvas intensidad-duración. Ahora bien, dichas Curvas: se: 
construyen aplicando pulsos de corriente controlada o de voltaje - 
controlado, 0 en todo caso los pulsos obtenidos por descarga de 
capacitores a través del sistema electrodo-tejidos, .que son 
pulsos exponencialmente decrecientes. (Muchos de los resultados 


experimentales sobre el umbral obtenidos por los antiguos 
electrofisiólogos se obtuvieron mediante descarga de capacitores. 
Por esta razón tanto Blair (Rashevsky,  1960,cap. 31) como Hill 


(1936 a y b)> le dedican una parte considerable de su trabajo.- 
Hill renunció a presentar una expresión analítica para la curva 
intensidad — duración correspondiente a la descarga de 
condensadores, sobre la base de su modelo de dos factores, debido 
a la complejidad del resultado). 


El propósito de esta sección es proponer una relación precisa 
entre todas las posibies nistorias de corriente electrica 
aplicabies y la variable binaria que caracteriza el exito o el 
fracaso de la estimuiación de un tejido, de modo tal que las 
distintas curvas intensidacd-duración para pulsos o intensidad— 
frecuencia para corrientes alternas, se desprendan como casos 
particulares, tanto para la excitación catódica de cierre (ECC) 
como para la excitación anódica de apertura (EAA).-— 


ds Le 2 , A do - . ss 
Fara ver cómo se puede lograr esto, es conveniente volver 
al modelo de Youna en la Torma en que fue replanteado por 
Fitzhugh (179563 íver la sección (€) de este mismo capitulo). 


Considerando que las corrientes catódicas son positivas, el 
parámetro bo que conecta la historia de corriente aplicada 1 (t) 
con la cinética del potencial local Y debe ser positivo, de modo 
que un puiso catódico tienda a incrementar el potencial local 


Los parámetro < a y R22 deben ser ambos negativos, puesta ale 
el potencial local y el umbral, abandonados a sí mismos, tienden 
siempre hacia «sus valores de repozo VR y UR respectivamente. 
Cuando "“V aumenta, tiende a aumentar Y, por lo cual A24 debe ser 
positivo. For el contrario, cuandg Y aumenta supondremos que Y 
tiende a disminuir por lo cual 412 debe ser negativo (Más 
adelante. justificaremos estas suposiciones,que Fitzhuah hize en 
su trabajo sobre el modelo de Young, sobre la base de un modeio 
no lineal de la porn introduzcamos ahor= la variatctie que 
denominaremos Y O variable de Monnier: Y (4)= MÉX) -NO-E [y] 
(Ur - Ve) 


Monnisr se anula. La 
ií oy la condición Cde 
Se Tedute a 


tinane cue la corriente 
L 


aepiicada en 


Hasta aquí hemos seguido el mismo camino que Fitzhugh,* pero Y 


solución del problema de valor inicial Po O a la 


La vavisbie: Y obedece a la ecuación diferencial lineal; 


PRO + MY = id 3 


dónde... (Fitzftugh, 1966, anéndiges. es ¡hal +lks2l “4 27 : 
m=Merylifezal + Vhea2l Mel EY HT. , y el y E= CANA EA 


ahora, en vez de limitarnos a estudiar el efecto de un escalón de: 
corriente catódica como hace dicho autor, queremos dejar abierta 
la posibilidad de estudiar el efecto de historias de corriente 
aplicada arbitrarias (tanto anódicas como catódicas). Para 
simplificar, supondremos que YLO0)= O(S5aly que 110) = o [5b] (e1 . 
sistema se encuentra en el estado de Feposo antes del comienzo de 
la aplicación de la corriente eléctrica). En ese caso, la 


ecuación [3 71 puede escribirse así: Y (t) = SEE IAE EE 
donde Goít) es la correspondiente e “de Green (Stakgold, 
1979, cap. 2) o función de respuesta impulsiva. 


Si no se verifican las condiciones iniciales Es], es necesario 
añadir a la solución [6] dos términos, uno proporcional a Y (0) y 
el otro proporcional a oY(0). ámbos tienden a cero a medida 


que transcurre el tiempo y pueden ser hallados sin dificuitad en 
caso de ser necesario.- 


A partir de [$] la condición de excitación justo umbral [21 queda A 
expresada asiz _, t A 
mex dl fo6o i-tv1aoar)= a EF] > 
e ne EsLo +=) 0 dez z 
Pel nl ER ARO lt. DAA es una correspondencia entre el conjunto i 
ELO, E 
de las posibles historias de corriente eléctrica y el conjunto de : 
los números reales. Es, pues una funcional, a la que propongo 
llamar "“funcionai de excitación" puesto que suministra un 
criterio preciso para decidir, en cada sistema eilectrodo-tejidos- 
zona blanco si una determina _da historia de corriente tendrá o no 
éxito en el proceso de excitación de la zona blanco en cuestión. 


Una Torma rápida de hallar Go (t) para ei modelo de Young 
ere consiste en emplear la transformada de ej 
la ecuación [3] con las condiciones iniciales [5]. 
¡Oo se obtiene la siguiente expresión para la 
e Laplace de la función de respuesta impulsiva: 


1 
<= E sE [87]. ántes de invertir esta transformada, 


ia algunes propiedades de_la Función Go  (t> 
0/4) ). Á partir de S Go (s), aplicando el 
inicial para la transformada de Laplace “(Ugata, 
ta Co (0) = F [9]. Fero a partir de la ecuación 
un puisa catódico justo umbral de ampiitud lu y 
obtiene: Qu.o = LG m La x Tao = ae . 
> Go LO) 

la y de la férmulea [9] se desprende que la carga 
a e stema E£lectrodo-tejidos-zona 


T 

3 

mM 

10 

D 

y Mn 
D 0 


da ceato último en cuenta, de condición de excitación justo- 


E f 
: máx GUANTE? = Gu,o [ 11] 
teo +=) 


mirad tuede reTormujlarese 22 


para: caracterizar a un pulso de corriente catódica de amplitud 


Ro 


yd 


6 


donde, -por- definición, G (t) (Go (t) /F) [121 e 
Cuando, la acomodación es inexistente, Aa = Rar =D. ES 
En “este caso, de las fórmulas 147 se desprende que P = Ml M=0 ++ 


E: =: 0 ' y F permanece invariable. La fórmula Cel quedá.: Ñ y 
reducida entonces a la siguiente: Gol = + s» de modo ques: 


antitransformando y ten_iendo en cuenta la definición: [127, 
obtenemos: 6 (t) = exp (Arab (13Tque es la función de respuesta 
impulsiva de la funcional de excitación correspondiente a. la 
teoría de Blair. Cuando la condición de excitación E11) se aplica: 


justo umbral y duración tp, se obtiene la fórmula de Lapicque- 


Hill con Tes = (Qu,o/ts) y ts= (1/(4D - (Fara Gfik)e e Hal + 3 


e A Ba o 


La fig. 19 muestra la exponencial (137). Cuando la acomodación no 

es despreciable. Ru t0 « M f O y en ese Caso la ecuación SY Pr4M=0 
posee en general dos raíces distintas Sy y la , reales si P2> Y4M 
y complejo-conjugadas si "P?<AM. .En el caso en el que Sa y ÉS 


son reales, poniendo = TY ¿Pr ¡E y antitransformando se 
- Gt 
dales corh pt - SEED) demhipot / 14421 
o 


Aqui A E-= ea 142141 laz! es siempre mayor que [yy | ty 
E 2 


por tanto mayor que cero puesto que IA es siempre mayor que [fa2), 
Por otra parte, se verifica o < a A US « Puesto que esta 


desigualdad equivale a la siquiente: O < ll Chale Maz) + Ra, l ler!) 
Fero si existe acomodación, lay ¡ES 19) y sabemos además que AR ssl 
es bastante mayor que (221. lo cual asegura el cumplimiento de 
la desigualdad mencionada. Entonces G (t) se anula siempre para 


un único instante  tu= A LA [ Bo/ (a Ey] 11457 


: mm 


La Tunción G (t: decrece desde 6 (0 = í hasta cero para t= bn 
se hace luego negativa, pasa por un minimo y aumenta nuevamente 


tendiendo a cero desde valores negativos, a medida que t aumenta 
íTig. 20) 


Si S; y Sa son compiejo conjugadas, llamando 63= m-T* se obtiene 
La -%tj E, 

paraYfunción de Green: 6 (t) = € Cot uE - sol F) dom co E] [Asa] 
1-3) 


G ító decrece desde valores positivos hasta anularse para 
tu= 4 .2re E: [o Labs EJFYÍ EA5 1] 
17D) o : 
Luego toma “alores alternadamente positivos Y negativos, 
anulándose en 1 tre (7/1) ín=e 1,243...) y 


13 


oscilando con ampli 


a figura gl. 


s 
tud exponencialmente decreciente como muestra 


pos 


2 
cende que 27/41) -M= e al hm) — ls 124) 


De [4a] y [4] se despre n 
Si la acomodación no es despreciable, sabsmos que tanto 120 
como | na se om iti le modo que la diferencia entre 
el ceso en el les y el caso en el que son 
compleja congucs de =1 Hazh es . mea nulo, 62m 
: dd > (ita llar Y y Uy! Ral er 
a ez sl caso del modelo clásico 
s es a —= ltául =- $ * | ña,| 


Poniendo Val = Z. resulta, como caso particular a 


, 


[141 una función uE Green para el modelo de Hill: 
AS NEAR El fol 2/4 
Si hay acomodación completa, bz = y en ese caso: 


GH] [TE exp 


Si se hace tender ca infinito e obtiene la función 


E) Le (Z 4 qa 


respuesta impulsiva, del modelo de Blair (ecuación £133 con lál= 44) : 


42 + O, como Raz es negativo, la modificación en el umbral” 
local se retroalimenta negativamente en la cinética del potencial” 


local. Lo que pase ahora con las raices Sy y Sz depende . 


fundamentalmente (aunque A exclusivamente): de que relación 


guarda lia? con Ikaal» Cuando | b es lo bastante 
pequeño como es el:caso de la membrana del axón de calamar 


uniformemente despolarizada, las raíces son complejo conjugadas y 


la función de Green de la funcional de excitación adopta la forma 
de la ec. [isa]. 


despolarizada en forma espacialmente no uniforme, ya sea por un 
microelectrodo intraceluiar o mediante un electrodo extraceluiar . 

las raices pasan a ser reales y la función de Green es del tipo 
de la ec. fiar. (incluso puede describirse con suficiente 


precisión mediante las fórmulas [i57 o E17] correspondientes al 
modelo de Hiil).- 


Cuando decimos que len | aumenta Cuando las membranas 
excitabies de la zona blanco pasan de estar polarizadas en forma 
espacialmente uniforme a estar polarizadas en forma no uniforme, 
nos referimos a dos resultados del ajuste de parámetros del 
modelo de Young, ya sea a los datos experimentales, ya sea a los 
resultados de la simulación digital de las curvas intensidad- 
duración (O de las modificaciones en el ciclo de excitabilidad 
empleando modelos matemáticos no lineales.- Uueda pendiente una 
explicación de porque ésto ocurre. iuego de haber  Tundamentedo 
las teorías Clásicas de los dos factores para la estimulación 
mediante electrodos extracelulares se obtendrá esa explicación.- 

áhora, Una vez introducida la funcional de excitación como 
convolución de una función de respuesta impulsiva (función de 
creen) con cada historia de corriente global aplicada Y 
planteada la concición de excitación justo umbral en la forma que 
expresa la ec. Exts podemos considerar la excitación catódica de 
cierre y la excitación anódica de apertura .- 


t 
me Dd Pe e 1 / : - > q 
a Tunción qíti = LG /+ v)JIH Jal t 18] debe aicanzar el valo 
rítico Ru,o para que, en el instante en el que lo alcanza, la 


excitación se produzca. Derivando [18] y utilizando el teorema de 
integración por partes se O: 


Ash A! +) DATIPJAÉ? [19] 
E G1E)I10 + Se Gié-=+ E 


PTE 


Consideremos en primer O una corriente catódica din a 
En ese caso Gti 1 (0) decrece desde 1 ¿Ot)para t=0., nasta cer 
cuando tt = tu, luego de lo EUiaa se hace negativa u oscilas zegún 


sea el caso. Por otro lado % (E eN es cero para una 
iS 


tiva en 0, tu] para Lima 
con valor absoluto 
decreciente (como la 


PA CONS + 
Triente 


creciente 


; A 
asociada con la descarga de un capacitor a traves del sistem 
electrodo-tejidos).- 


Como consecuencia, para pulsos catódicos no decrecientes, 
duración tp inferior a.tu, q (t) alcanza su valor máximo 
final del pulso y la condición de excitación justo umbral - se: 
reduce a q (tp) = Qu,o [20]. De esta última relación y de [18] se 
desprende la siguiente expresión analítica para la curva; 
intensidad duración Elia ii a a rectangulares 


catódicos de amplitud umbral lu: tu =(A yo [E Clot ) [24]: 


En este caso la reobase observada es TAb = =f a pee siendo tu 
el tiempo útil hasta la reobase. (Este il tino es entonces el E E 
primer cero de la función de respuesta impulsiva del sistema EN 
electrodo-tejidos-zona bianco). La constante de tiempo de dicho E A 


sistema viene dada por: ts =(Ruo/Tapd= ["crndt + [23] A E 
mientras que el parámetro G verifica G = CI) dy) = 


Sustituyendo Gu,o y 6 (t) por sus expresiones en función de los 
parámetros del modelo de Young se obtienen expresiones analíticas 
para la reobase, la duración útil hasta la reobase, la constante 
de tiempo ts y el parámetro (7 . en función de los parámetros 
del modelo de dos factores, para el caso de pulsos rectangulares 
de corriente catódica. 


Consideremos ahora una corriente anódica ínegativa) de amplitud 
constante umbral lu  . En ese caso q (tt) disminuye desde su valor 
inicial q(0= O durante el pasaje de la corriente, de modo que si 
q ít) ¡lega a tomar el valor positivo Qu,o, lo hará una vez 
finalizado el puiso anódico. Fara comenzar consideremos un pulso 
intenso y breve que se puede ldealizer convenientemente por una 
distribución S de Dirac centrada en el instante inicial, 
muitiplicada por la carga totai do transferida por el pulso... En 
ese Caso q íti= Go 6it0[25]es roporcionai a la función de 
respuesta ¡impuisiva del sistema. La ecuación [251 se aplica E 
tamien aun pulso catódicoa (Go positivo). En este último caso 


como 6G¡ (tt) decrece desde Í hasta cero ¿cuando t = t 


uds la 
que Go = Qu,o y el 
estado umbral se alcanza ya en el instante inicial. Fero para un 
puiso enódico a es negativa de modo que q (t) evoluciona como 
muestra la Tig.- 22: crece desde valores negativos nasta tt = tU, 
donde se anula, continúa creciendo, pasea por un máximo cuando t = 
tom Y luego decr 


condición de excitación Justo umbral requiere 


y crece nuevamente a bien oscila con amplitud 

decreciente. El instante t mese halla a partir de la las raíces 

de la ecuación d SS itó= 0 que corresponden a un mínimo ¿dec (t) 
A Abr 

positivo) de la función E (t? y seleccionando ísi hay más de una)? 

la raíz menor. Entonces mo x EDS 5 IEmY y la condición 

o tElo 4) 

de pulec anógico jueto-umbral viene dada por q E moi = Qu,o. De 

aquí se desprende due la carga anóádica Umbral Qe. o werifica: 

Doy ee Ed 


T 
40 GE (Em) ES como 5 (Ein es en valor absoluto menor que 1 
$ 23 e i j 21 z 7 la fórmula 
1 


a le 
e) = ora fo Sip sa, Como) E 14) dt= 


Entonces, en la Formila [267 tenemos una relación entre la carga: 
umbral límite para los pulsos catódicos Qu,a = Quo y la carga 
umbral * limite para los pulsos anódicos 7) «Esto. permite" 
estudiar cómo varia Pl cuando los parámetrof de acomodación 
se modificán,- así como cuando varían los demás parámetros del. 
sistema electrodo tejidos (radio y forma del electrodo, distancia. 
entre el electrodo y la zona blanco, etc.). 


Consideremos ahora un pulso ect quls? de corriente, anódica de 
amplitud lo y duración tp. En ici caso q (t) 7 f6rt-104e si t 


es menor que tp, pero q (t) = lo [di UH si tes VOR que ela 


Si tt es mayor que tp, un campo de variable de integración 
permite escribir 


qít) = lo Perende Era 

t-tp 
Para concretar, consideremos el caso en el que G ít) se anula 
solo una vez, para t= tu (Esta es la situación que se suede 


encontrar cuando el electrodo es extracelular viniendo dada G(+¿) 
por la fórmula [i4al). Entonces G (4) presenta un único mínimo, 


para t= tm, como muestra la fig, 23. Para cada duración tp 
encontramos un único valor Ex (tp) mayor que tm tal que 
G(=5 (Ez —tp>. 

Precisamente en t=t e se anula a (Ld= lo [Gt ps Gte -tp)1 
Además 4 (íto=10 [Sito  6(t = tp) ]es negativa en 
t= Tx puesto que lo es negativa. Como consecuencia la función 


pasa por un máximo cuando xa Ty (€,) « Ese máximo es positivo, 

de modo que eligiendo la apo litud” del puiso 

anódico «o=lu tal que Eo Elt; di=Qu tendremos un pulso justo 
bet 

umbral. La relación amplitud umbral versus duración para puisos 

rectangulares anódicos viene dada por la expresió 


Intl) = ( Bus 09/ (e Ostdt) (281 


Cuando tp tiende a cero, tt, (tp? tiende a t Pda Teniendo esto en 
cuenta de [281 se desprende, como debe ser, la ecuación [26 


Cuando tp aumenta, Eu y Ep) tiende a +o= (en el caso en el que G(+F) 
no oscila, que es es 


2s que estamos considerando: mientras que 
Ti litpd tp tiende a tu. Entonces. para ja reobase anódica 
, ” . ... as . 
obtenemos la relación Ens ey = Qupo/( Da 6(+) ot ) [297. to hay 
tiempo útil pera la Psbhazs anódica en el caso en el que (G ¡e 


viene dada por la fórmula [i4a/. 190) 
Y,0 
] uBSS atódica verifica eb JE tenemos 
e 


LL 4 Go (o) donde la 

o F ? 
transformacd El aplace Bo(S) viene dada por la Fórmula Es7. 
resulta sue [Ecudt= CE/FmM) Si la ecomedación Ez 


compieta, lle y entonces de Esa ] ds RE ate EX=ODO. FF 


acomodación completa <=s tiene pues [Sets fosas O, de conce 


; , ; A y ; 
Se arcsprende de que ] RL HN ] RL "LO > el EOR previamen Te 


en esta sección muestra para algunos casos concretos cómo +... 
funcional de excitación que he propuesto puede utilizarse en : 
descripción de los fenómenos globales del umbral. Introduje: 
dicha funcional a partir de la teoría generalizada de los: dos: . 
factores, lo que permitió calcular una expresión analítica tanto * 
para la carga Quso como para la función de Green 6 (t). Pero 
también. se podria introducir el concepto de funcional de 
excitación postulando que el g€xito o el fracaso del proceso  de- 
estimulación por una corriente cualquiera se puede describir 
mediante una funcional que verifica la ecuación (41] para una 


historia de corriente aplicada justo umbral (Suárez ntola, 

1994b). En. ese caso es necesario identificar Qu,o y 6 (t),: lo E 
que podría hacerse en principio mediante la determinación 4 
experimental de una curva intensidad-duración para pulsos Z 


rectanguladres catódicos. 
tp 

Com los valores umbral medidos se relacionan con Ls ít) dt y 
la integración es una operación suavizadora, la identificación de 
la función 6 (t) a partir de los datos experimentales, en 
ausencia de información adicional, no es un problema bien 
planteado (más precisamente bien condicbnado) desde el punto de 
vista del análisis numérico (debido a que a una variación pequeña 
en los valores dei umbral medidos le puede corresponder una 
variación grande en la función G (t)) (Sobre las condiciones que 
aseguran la corrección de un probiema numérico Ver, P-Bax 
Samarski, 198%5.pp 17-179). : 


Esta dificultad se puede euperear con información adicional 
apropiada: por ejemplo, como se hizo en esta sección, suponiendo 
que 6 (t3 viene dada por una expresión analítica en la que 
aparecen parámetros ajustables.- 


Independientemente de cómo se introduzca la funcional de 
excitación, es el hecho de que cambia de signa en un instante tu 
ei que implica la existencia de un tiempo útil nasta la reobase 
en la estimulación catódica, y es este mismo necho junta con el 
minimo absoluto que presenta la función de Green ítanto si oscila 
como si tiende a cero desde wvalores negativos), para un cierto 
instante tm posterior a tu, los que determinan que la excitación 
anódica de apertura sea posible. 

A medida que el mínimo de la función de Green disminuye en valor 
absoluto, aumentan los imbreales para pulsos rectangulares 
anódicos para todas las duraciones de puiso hasta que, cuando 
dicho minimo cesaparece (como ocurre cuando la acomodación del 
umbral local es inexistente? desaparece la posibilidad de excitar 
la zona blanco mediante corrientes anódicas. 


(6) 


aproximación fenomenológica a las curvas 


duración para el umbral global de voltaje “2 


En la sección precedente hemos visto cómo:se pueden describir las 


curvas intensidad-duración para pulsos rectangulares de corriente ' 


controlada, tanto anódicos como catédicos. Consideremos ahora la 
curva intensidad-duración para pulsos rectangulares de voltaje 
controlado, empleando el modelo lineal general de respuesta 
electrica. pasiva de la sección (E) de este. capitulo para 
describir” el pulso de corriente asociado al pulso rectangular de 
voltaje aplicado y la funcional de excitación para determinar si 
dicho puiso de corriente tendrá o no exito en excitar la zona 
blanco elegida. En lo que sigue nos limitaremos a estudiar pulsos 
catódicos. El metodo que propongo se puede aplicar tambien a la 
excitación anódica de apertura por corrientes asociadas con 
puisos de voltaje controlado anédicos, - pero el análisis es en 
este caso bastante más complejo. Además, los pulsos catédicos 
presentan por lo general mayor importancia desde el punto de 
vista terapeutico. íSi el. electrodo es metálico son más 
convenientes que los pulsos anódicos cuando se desea evitar la 
corrosión en la superficie del electrodo).- 


Según el modelo desarroliado en le sección (E), cuando se aplica 
un puiso rectanguiar de voltaje de amplitud constante Uo Y 
duración tp se obtiene, para la corriente global que atraviesa el 
sistema electrodo-tejidos: 

E = go a - f L() de ), si t es menor que tp, e 


io (t)= - (ef lt lat! si tes mayor que tp. 
a pos 


Esta Última expresión, cambiando de variabie de integración se 
puede reescribir así: UL 
“2 ]i (t) dt! 
Rp t-tp 
Entonces, mientras dura el pulso de voltaje Ccatódicoe, una 
corriente catódica atraviesa el sistema. Fero cuando el voltaje 
se lleva a cero al final del pulso, aparece una corriente anódica 


a traves del sistema electro-tejidos-generador de puisos. Esta 
corriente muestra que el generador de puisos debe permanecer 
electricamente activo luego del instante toa. ¿Como L (ti tiende 


a cero a medida que transcurre el tiempo, io mismo ocurre con la 
corriente posterior a Tp.) 


En lo que se refiere al proceso de excitación de la zona blanco, 
sole la corriente caetódica que se genera entre 0 y tp es efectiva 
e 


para producir la ECC ¿ de modo que la condición de «citación 
puede Tormuiarse asi: 

mix [la ít)) =Gu,o [4],donde q íti= E (tt) 10 ar! [a 
telo, tpl o 
es la función F (18] y Gu,o es la carga umbral límite para la ECC 
(excitación catódica de cierre). 


MN? SAR E 


a 
A) 


+t 
A+pttl= Rey Rd), (4 — SLnale) 
| Ro 
A De esta igualdad se desprende que (t) es una función... positiva 
Es decreciente desde HÑ (0) O hasta cero, cuanto t. tiende qe 


Como consecuencia la amplitud Ad dela varáricas e 


MM 24, (tp) = («Rp + Rd) Qu ,o) 4 de Era Ba [opto , 
Lo. e +p1 


(Esta on se obtiene sustituyendo [3] en [el y [2] en e 
para 2, = 2 y despejando la picas umbral de voltaje). 


La función fon dt + ¡AE ít1) dt” es no negativa y 
presenta un máx «imo en un instante a comprendido entre O y el 
tiempo útil hasta la reobase t u. En efecto.: Eo Ena resp ecto 


ñ del tiempo de esta ¡(4 5+ £ (0). SHE Gle-tnS pieles - X=: 
. función es igual a la funciónío sea es la SuÑa unción + 
positiva que decrece desde 1 cuando t= O hasta O unes t= 
y de una función negativa lío nula) que decrece desde 0 os 
t = 0 hasta un valor negativo cuando t = tu. Puesto que ambas 
DM funciones son continuas, su suma se anula para un cierto t, . que 
es único y que corresponde al máximo ya mencionado (figs. 24 y 
25). 
Entonces. si tp es inferior. a Tm 


A YW,itp) e (Rp + 
il + 
4 Ls ít) dt És [¿ Ítp-t3 Pes 


A 


ae 


E mientras gue cuanto tp es mayor a 


] Uy (tpi= Ug| = = (Rp + Rd) Gua Ao bart LE elt) Es] Xx 


toma su valor reobásico. Teniendo esto último en cuenta obtenemos 
finalmente la siguiente expresión para la relación amplitud 
umbral versus o puisos rectangulares de voltaje: 

Ct 


EN YAyitp)_ [uaitdat + mot) 
ua” (PES PF 6cto = t1p1(t) dt [91 
P- Rb O 
Pp válida para LE PO; tm] « Aquí tm es el tiempo útil hasta la 
p- o reobase para los pulsos de voltaje y se halla comprendido entre 0 
y tu. 
p- 
» Aa partir de las fórmulas F [ei y F [22] de la sección 
precedente, «se desprende la siquiente fórmula para las curvas 
» intensidac-duración medidas con pulsos catódicos de corriente 
Bn controlada de amplitud io siendo da dl al 


En [Fs] 


EE 


» tu ttpd ( di sn dt [Gte 


1 Te) 

4 partir de as fórmulas [77 y [8] es posible comparar ias 
a curvas esas ¿CA dUrFación a normalizadas respecto de la 
Xu correspondiente reobase,« para pulsos de corriente y para ES 
Ñ de voltaje. Además, « pertir de la fórmula [7] es e 
al estudiar Jos fenómenos vinculados con el incremento Tisi o 
3 del umbral para pulsos catódicos de voltaje controlado. 
a se polarizas, m= tu y pit permanece 
9 (de TU LÍtD coma cabía Esperar - 
i R TRb 
El iia de la interfase electrodo- 
3 ativamente es positle demos? Zo que 


all E trar que 
aca E de modo que la curva 


relar Tenbaze , para 
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rectangulares de voltaje se dispone por debajo de la curva: 


intensidad duración, relativa a la reobase, para pulsos de. 


corriente controlada. Esto es exactamente lo que se observa: a 
partir de los resultados experimentales. Mas aún,el tiempo útil. 
hasta la reobase de voltaje tm es en este caso inferior al: 
tiempo útil hasta la reobase de corriente ta » 


Si el elemento excitable prácticamente no acomoda, tu puede 
considerase igual a «¿oo (este es el caso del miocardio, en una 
primera aproximación). Pero aún cuando tu sea infinito,- tu 
permanece siendo finito. (Aunque En es tanto mayor cuanto menos 
polarizable es el electrodo). Entonces la amplitud de voltaje 
parece descender mucho más abruptamente hacia su valor reobásico 
respecto de como desciende el umbral de corriente. Esto último 
concuerda con los resultados experimentales obtenidos durante la 
estimulación electrica del miocardio (Fiandra (ed), 1985, caps 7 
y 8) pero debería observarse tambien en el caso de otros tejidos 
excitables en condiciones de muy escasa acomodación. 


Asi como se introduce una constante de tiempo del sistema 
electrodo-tejidos-zona bianco para la estimuiación por medio de 
puisos rectangulares de corriente: tu 
ts,i=Lóm tp y lu = JG(t)dt [9] 
| Evo “zap 20 
(fórmula F [22 ))se puede introducir una constante de tiempo para 
la estimulación mediante pulsos ree angulares de voltaje: 


ts. es tp ICM AS +l bm ou: El (tidt MOT 
A A O 
f ste + > dt sel 6 dat 
io t TEA £ 0) G(Udt 
eniendo Eden a ia $ vd Ss? E y 


Y que  ettvat < ), G (tidt, resulta que de [9] y [i0] se 
desprende la desigualdad siguiente: tsu Ss EI LAST . Si la 
interfase no se polariza, se verifica la igualdad. Fero si la 
interfase electrodo tejidos se polariza, entonces ts, 4 es tanto 
menor respecto de ts.1 cuanto mayor sea dicha polarización. Todo 
esto coincide con los resultedos experimentales conocidos en 
cardioestimulación electrica. ¿Son resultados de naturaleza muy 
general,en principio aplicables a cuaiquier sistema electrodo 
activo-tejidos-zona bianco). 


Finaimente, mediante el modelo de respuesta electrica pa 


siva es 
posible caicuilar da energia dizipaeda por pulso en el sistema 
electrodo-tejidos, mediante la fórmula B 
E cipo= ff 21) T (tlot [327 
19) 
Para un puiso de aa de corriente YUit) = Ko ít) lo de modo 
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Ahora bien, cuando tp tiende a cero, tanto lu c mo Yu tienden a * 


infinito como 1/tp mientras que [Ry (tddt y /PGftdt tienden: 
a cero como. tp. Entonces, tanto “Ez Como Ey. tienden a infinito. 
como 1/tp cuando tp tiende a cero.- : 


Por otro lado, si tp tiende a infinito, lu ydádlu tienden a sus 


valores reobásicos mientras que ¿Y Ry (tidt y [TG(tidt tiende. 


a crecer linealmente con tp. Entonces, tanto £, 0 como Eat 
tienden a infinito como tp cuando tp tiende "“a!' infinito. omo 
consecuencia tanto Ex u (tp) como En ultp) poseen un mínimo para 
una cierta duración dé pulso óptima, que puede calcularse tanto 
para los pulsos de corriente como para los pulsos de voltaje a 
partir de los resultados obtenidos en esta memoria. (La duración 
óptima para pulsos rectangulares de corriente y la duración 
óptima para pulsos rectangulares de voltaje difieren entre si si 
el electrodo se polariza. En ambos casos esas duraciones dependen 
de los parámetros del sistema electrodo-tejidos así como de las 
propiedades locales de excitabilidad propias de la zona blanco). 


Observese que aquí se busca la duración óptima de una forma de 


onda preestablecida: la onda rectanguiar de corriente o bien de 
voltaje controlado. El óptimo se establece sobre la base de 
minimizar la energía total disipada, por pulso, en el sistema 
electrodo-tejidos. 


En otra parte de esta memoria planteamos y resolvemos un problema 
de optimización diferente: hallar la forma de pulso Óptima para 
puisos de una duración tp prefijada. El criterio de extremo será 
tambien minimizar la energía consumida por puiso: ya sea en todo 
el sistema, ya sea en los tejidos hiológicos solamente. 


Con lo expuesto precedentemente se tiene un esbozo de cómo el 
modelo de respuesta electrica pasiva y la funcional de excitación 
se ueden aplicar para estudiar los umbraies giobales de voltaje 
y de corriente de un sistema electrodo-tejidos-zona blanco 
cuaiquiera, así como para estudiar y minimizar la energía drenada 
por pulso desde el sistema generador .— 


La cuestión de las wariabies gia 
importancia: ía porque <on las variab 
directamente en electrofisiología cil 

de los trabajos experimentales sobre 
estimulados por electrodos extrac 
antiguos electrofisiólogos,eil contro 


umbral posee una daflle 
es que <se determinan 
ca y íD) porque en muchos 
itabilidad de tejidos 
Sy Vvealizados por los 
oOltaje y la corriente 
era bastante imperfecto ídebido a las limitaciones tecnicas d 


e 
aqueila epoca, por do cual los fenómenos asociados con la 
1 


polarización de los electrodos deden ser tenidos en cuenta a 
i 


interpretar los resultados obtenidos por dichos autores. 


¡LZIZ 


El  probiema de la energía consumida por puiso es un problema de 
ingenieria biomédica, en sí muy interesante, pera su estudio 
detalledo nos alejaría de los objetivos de esta memoria (Ver, no 
cbstante, Suárez Antola, 1974 (Di ?. 


conveniente señalar que, 
guiar de voltaje de duración Tp» 
ivego del ins 


Eo para 


que mencionamos al 
comienza 


7 
si di 


En 


Los 
el intervalo del pulso Una vez finalizado éste se compor tañicomo! 
una impedancia pasiva, más O menos considerable. respecto. de * TA: 
impedancias presentes en el sistema electrodo-tejidos.. Si e; 
electrodo es polarizable se genera una diferencia: de potencial en 
la doble capa electroquímica al final de un pulso de. corriente, 
digamos de corriente catódica controlada, de amplitud! e Cuando 
el generador de pulsos deja de actuar, €sa polarización produce 
corrientes eléctricas a través de la interfase misma. y a través 
del conjunto de impedancias en serie asotiadas al- cáble del” 
electrodo, a los tejidos biológicos y al generador .- ¡ i 


Y 


Para estudiar en detalle este fenómeno y otros fenómenos conexos 
es necesario obtener una expresión para la corriente post-pulso. 
Una vez necho estoy, la funcional de excitación y el modelo de la 
respuesta eléctrica pasiva suministran nuevamente herramientas 
conceptuales que hacen posibie dicho estudio, de interes sobre 
todo desde el punto de vista de la ingeniería biomédica.- 


uo. 


anal 
o Y 


A E O a 


— 
] 7 y 


y 


— 


Revisión de resultados Obtenidos. problemas 
fundamentales de o estimulación eléctrica de tejidos 


(H) Revisión de resultados obtenidos.- Los tres 


En este capítulo hemos introducido y utilizado el Espe de 
sistema electrodo-tejidos como marco para el análisis de la 
excitabilidad eléctrica de los tejidos biológicos estimulados 
mediante electrodos extracelulares.- 


Dicho sistema fue considerado entonces desde dos perspectivas. 
Por un lado, como dipolo eléctrico pasivo (en el sentido de la 
teoría de circuitos eléctricos), caracterizado por una relación 
entre el voitaje aplicado y la corriente eléctrica global 
correspondiente. Fuesto que el cable del electrodo y el conductor 
de volumen formado por los tejidos poseen un comportamiento 
prácticamente óhmico (desde este punto de vista del dipolo 
equivalente) para las amplitudes y duraciones de los pulsos 
comunmente utilizados en la estimuiación de tejidos, la principal 
dificultad se halia en la descripción del compor tamiento 
eléctrico de la interfase electrodo-tejidos. 


Después de discutir los resultados experimentaies pertinentes, 
relativos a la dobie capa electroquímica en la superficie del 
electrodo, se formuló un modelo lineal genérico inspirado en el 
formalismo ce la teoría Tenomenológica de los materiales 
nereditarios y expresado mediante un par de ecuaciones conjugadas 
de Moiterra que relacionan la corriente y el voitaje en el dipolo 
eléctrico equivalente. 


Se propusieron expresiones analíticas para los núcleos que 
describen la vespuesta retardada del voltaje y la respuesta de 

relajación de la corriente en base a una generalización de la 
bed bnesá con ánqulo de Tase constante.- 


a corriente global que atraviesa el sistema se distribuye en 
os tejidos atravesando las membranas biológicas, polarizándolas 
y eventuaimente produciendo la excitación (génesis de un 
potencial de acción) en determinados lugares del conductor de 
wolumen. Esto nos conduce a la otra perspectiva sobre el sistema 
electrodo-tejidos. nora, en dicha sistema se distingue una 
porción de tejido excitabie gue es el objeto de la estimulación: 


í 
t 
1 


lo que denominamos zona blanco. En un mismo sistema electrodo- 
tejidos pueden considerarse varios sistemas A 
zona bianco, que difieren unos de otros en la zona blanco de la 
estimulación. Lesde este punto de vista hemos vista que a Cada 
nistor ia de corriente global aplicada se le puede asignar una 
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generalizada de las teorías clásicas de los dos factores de la 
excitación (dichos factores, el potencial local y el umbral local. 
soñ las únicas variables de estado en esa aproximación interna). 
Este enfoque permitió replantear resultados conocidos.sobre las 
curvas intensidad-duración para la ECC y la EAA, así como obtener 
nuevos resultados analíticos, en términos de la función de Green 
y la carga umbral límite de la funcional de excitación .- 


La combinación de la funcional de excitación con el modela de 
dipolo eléctrico pasivo nos permitió comparar las curvas 
intensidad-duración para pulsos de corriente controlada con las 
curvas correspondientes a los pulsos de voltaje controlado, así 
como calcular la energía consumida en cada pulso justo umbral de 
voltaje o de corriente.- 


Con esto se sentaron las bases para una discusión del incremento 
fisológico en las variables 9lobafes del umbral, para el estudio 
del efecto de la impedancia del generador (en el intervalo entre 
puisos) sobre dichas variables qiobales, para la formulación de 
problemas de optimización y para estudiar otras cuestiones de 
interés desde el punto de vista de la ingeniería médica, la 
clinica y la terapeutica.- 


No obstante, la versión de la funcional de excitación que se 
obtiene a partir de las teorías de dos factores no explica el 


bloqueo anódico por el cátodo ni las excitaciones catódica de 
apertura y anódica de cierre mencionadas en la parte (4).- 


Además los conceptos de potencial locali y de umbral permanecen 
imprecisos, ia mismo que los parámetros cinéticos y ei 
coeficiente que relaciona la corriente giobal con la velocidad de 
cambio en el potencial local.- 


Com se mencionó en la sección (TC), el potencial locali y el 
umbrai fueron interpretados como el potencial transmembrana y una 
variabie de recuperación respectivamente, pero solamente para el 
caso de una membrana uniformemente polarizada, Quedando todavia 
por precisar el significado exacto de los coeficientes cingéticos 
del modelo de Young-Fitznugh. 


De esta recapitulación de los temas que hemos visto hasta ahora Y 
h 


de los resuitados nuevos que emos obtenido empleando una 
aproximación puramente fenomenológica al problema del umbral, se 
desprende ciaramente la necesidad de desarrollar una teoría 
Tisicomatemática de la excitabilidad de tejidos por electrodos 
extracelulares, más poderosa y compatibie con el modo de pensar 
actual en electrofisiclogia.- 


tres probiemas.- 


0 


En primer lugar sed jeterminar cómo se distribuye 1 
corriente : j í tregada por el electrodo 

¿timuladao men formada por los tejidos 
biciógicas ependiente del exitoo  uel 
fracaso de de determinar la geometría 
dei campo eléctrica en un cierta 
conductor za debe  <=er previamente 
GisCcutida. 
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En segundo lugar se debe determinar que patrones espacio,” 
temporales del voltaje: transmembrana y de las variables de: 
activación, recuperación y adaptación se producen en las ” 
membranas excitables: de la zona blanco debido a una historia dada - 
de densidades de corriente eléctrica en ese conductor de volumen. 


En tercer lugar se debe determinar que patrones espaciales de 
polarización de Jas membranas excitables y de distribución. 
espacial de las demás variables locales de estado en la zona 
blanco, evolucionan espontáneamente hacia la formación de un 
potencial de acción propagado oO bien tienden =con 0. sin 
respuesta local- hacia el estado de reposo de las membranas .- 


Suponiendo la existencia de patrones espaciales de transición 
entre uno y otro caso, este problema puede denominarse "problema 
de identificación de los estados umbral". Su interés trasciende 
el marco de la estimulación: el problema generai de la aparición 
de focos ectópicos en tejidos excitables, el problema del 

. condicionamiento de la excitabilidad a través de mediadores 
- «€ químicos distribuídos en forma difusa en el espacio extracelular 
(Detwiler y Criii, en Patton, Fuchs, Hilie, Scher y Steiner 
íeds), 19389, cap.i1), el problema del significado fisiológico 
de los potenciales de campo factuantes sobre céluias e» «Citables y 
asociados a los potenciales de acción producidos en células 
vecinas) asi como: ciertos aspectos todavía confusos de la 
sumación espacial y temporal de potenciales lentos, pueden 
Ñ repiantearse como casos particulares de este tercer problema.- 


. Antes de comenzar «4 estudio de estos tres problemas, es 
conveniemte examinar algunos espectos de la excitabilidad de las 
membranas uniformemente polarizadas: lo que denominamos 


excitabilidad jocai Cuando nos referimos a las membranas de la 
zona blanco de la estimulación. Eso es do que haremos en el 
capitulo próximo.—- 
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(A) El problema di de 
polarizadas - . 


umbral para la: 


Consideremos nuevamente una porción de membrana , uniformemente 
polarizada mediante la aplicación de un puiso de corriente 
controlada. Durante la aplicación de un pulso catódico la 
membrana se despolariza respecto, por ejemplo, del potencial 
transmembrana de .reposo0. Durante el pasaje de un pulso de 
corriente  anódico la membrana se hiperpolariza. Pero una vez 
finalizado el pulso anódico la membrana tembien se despolariza, 


aunque ahora respecto del potencial transmembrana alcanzado all 
final del pulso. 


En ambos Caso$ ) si la despolarizeción permanece un tiempo 
suficiente y si es lo bastante intensa, se activarán los cambios 
regenerativos en la conductancia de la membrana que se asocian al 
potencial de acción: tendremos así una excitación catódica de 
cierre o una excitación anódica de apertura. Las diferentes fases 
del ciclo de excitabilidad durante el potenciai de acción y 
posteriores a el así como las características de la curva 
intensidad-intervalo para la membrana uniformemente polarizada 
son tambien consecuencia de esas modificaciones regenerativas en 
la conductancia de membrana. (Con "curva intensidad-intervalo" se 
alude a la relación entre la amplitud de un puleo jueto umbral y 
ia duración del intervalo de tiempo entre dicho pulso y un pulso 
supraumbrai que 1% precede). 


La génesis de los potenciales de acción en una membrana 
uniformemente despolarizada es un fenómeno cue generalmente 
presenta. un umbral de corriente aplicada bien definido y parece 
dei tipo todo o nada cuando se lo investiga desde el punta de 
vista experimental. en las condiciones usuales de temperatura (de 
S a 13520) y composición del medio a una y otro lado de la 
membrana. Fara el caso de estimulación catódica con pulsos 
rectangulares de corriente controlada de amplitud y duración 
wvariabies, se puede determinar la relación entre la duración del 
pulso y el voltaje transmembrana al final de dicho pulso, para 
puleos justo-umbrales. Si la genesis de un potencial de acción en 
u 


na membrana uniformemente polarizada se produjera toda vez que 
dicha membrana se despolariza hesta un valor umbrel constante, la 
mencionada curva voltaje transmembrana "umbral" versus la 
duración del pulso estimulador debería ser una recta paralela al 
eje de los Tiempos. 


2 obtiene es una curva como la que muestra 
aje umbral transmembrana primera Cismin 
+ 


orana 3 retardo en la 
pcatencial de acción ¿Tig. y G loa Tenómenos 


en las membranas exclitaDiss.> 


emo 
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y de la activación de los canales rectificadores de potasio , de' 


respuesta retardada. (Naturalmente, cuanto más separados E 


encuentren estos dos tiempos característicos, mejor resultará el: 
empleo de un umbral uniforme de voltaje trans-membrana como' una: 


z ps E ñ Él 
forma simplificada de caracterizar parametricamente el fenómeno ” 
¿del umbral).- 


 Experimentando con la membrana del axón de calamar uniformemente 


despolarizada, a temperaturas superiores a los J3J00C, Rita 


Guttmann (Jakobsson y Guttman, en: Adelman y Goldman (eds), 1982,' 


cap. 12) encontró que el umbral nítido que la membrana presenta a 
temperaturas. más bajas se desvanecia. Era sustituido por una 
franja dentro de la cual la respuesta obtenida depende de la 
amplitud del estímulo, desapareciendo así el comportamiento todo 
o nada de la membrana excitabie ícurvas estímulo respuesta, fig. 
3). El aumento de temperatura pone así en evidencia un fenómeno 
que a temperaturas más bajas no se manifiesta en los experimentos 
con membranas uniformemente polarizadas. 


Sin embargo este fenómeno puede ser reproducido mediante técnicas 
de simulación digital a partir de las ecuaciones de Hodgkin y 
Huxley en su formulación original iFitzhugh, 1969; Cole, 1772, 
pag.» 305). Variando la amplitud del estímulo en las proximidades 
dei  "umbrai" en incrementos relativos en un intervalo del orden 
de is en d1d0 ¿se pueden generar respuestas simuladas de tamaños 
intermedios para un axón de Calamar a 62€. (De necho esta 
Simulación digital precedió y motivó los experimentos sobre el 
efecto de las temperaturas elevades en el umbral de membrana). 


Según esto  nay siempre una franja umbral de amplitudes de los 
puisos estimuladores rectanguiares, cuyo ancho depende de la 
temperatura y dentro de la cual pueden darse respuestas con todas 
las amplitudes intermedias, hasta aicanzar el potencial de 
acción pienamente desarrollado. Desde el punto de vista biológico 
es importante señalar que toda este se refiere exclusivamente a 
una membrana excitabie uniformemente polarizada. Los resuitados 
de los estudios experimentales y de simulación digital efectuados 
sobre potenciales de acción propagados arrajan resultados muy 


distintos  (dakobsson y Guttman, Op.cit.? En efecto, cuando la 
membrana uniformemente despolarizada presenta una Tfranje umbral 
de amplitudes del estimulo lo euticientemente ancha, en esas 
condiciones la señal eld j ] j 


oropaga como potencial de 
s ; 


o 
acción». (Esto explica el bi ico del potencia 


conocido desde hace mucho ti 22. Pere cuendo la Tranja umbral 
Dara la membrana unifar polarizada es (lo. bastante 
estrecha. la respuesta oducida nor um estimulo 
supreaumbral plicado en de la Tibra excitable s 
desdobla y  evaluciona, E e a una Torma estable 
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Esto se traduce, a nivel de la membrana uniformemente. Polarizada 
(despolarizada 0 hiperpolarizada) en una relación . bien. 


estímulo y la duración de este estímulo.- 


La iranás de amplitudes umbral para el estímulo se corresponde 


con una franja umbral de voltajes transmembrana con los-que «se 
asocian respuestas variables. El ancho de ambas franjas es, pues, 
despreciable en condiciones fisiológicas, en las que la ley (de 
todo. o nada se cumple con suficiente aproximación para el 
potencial de acción de membrana. Sea como sea, estas franjas 
umbral corresponden a fenómenos completamente distintos a los 
que se encuentran en la base del comportamiento estocástico del 
umbral mencionado en la nota al final de la sección (B) de 
capítulo precedente. En efecto, las franjas en última instancia 
indican que para la membrana uniformemente polarizada y 
considerada come un sistema dinámico determinista. e€el umbral no 


a 5 


existe en su acepción clásica, pese a las apariencias. 


El compor tamiento aleatorio del umbral de la membrana 
uniformemente polarizada es un fenómeno que aparece en 
condiciones fisiológicas en las que la membrana presente un 


umbral bien definido, con un comportamiento aparentemente todo O 
nada durante los experimentos de estimulación. Ferco ese umbral, 
en cada caso aparentemente bien definido, fluctóa aleatoriamente 
de una estimulación a otra. Las ecuaciones de Hodgkin y Huxley 
(variando ¡la temperatura e inciuso las ecuaciones simplificadas 


de Fitzhnuoh-Nagumo) consideradas desde el punto de vista 
analítico describen ya las franjas umbral. Pero como corresponden 
a sistemas dinámicos deterministas , Y no presentan las 
Tluctuaciones estocásticas en los umbrales que aparecen en los 

experimentos con membranas Cuando estos se efec túan en 
condiciones apropiadas. (En este punto es conveniente recordar la 
necesidad de distinguir el sistema de ecuaciones diferenciales 
ordinarias no lineales de Hodgkin y Huxley, propiamente dicho, de 
los modelos matemáticos discretos a partir de los cuales se 
generan los algoritmos que hacen posible la simulación digitai de 
la dinámica de la membrana uniformemente polarizada por un lado, 
asi como el proceso computacional propiamente dicho con > 


limitaciones inherentes al funcionamiento de un ordenador (efec 
de errores de redondeo, p+-8. Y las inexactitudes asociadas 
roceso por el que se le euminstran los detos de entrada. Ciertos 
fenómenos que pueden ocurrir durante los cómputos y que ia 


ita 
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un cierto grado de ales toriedad en el sistema pao s€ deDz 

a la discretización y 2 la Tinitud en el número de estedos prooi 
del ordenador y no tienen nad des de 125 
<Qqi 


a que ver con ias _aropieda 
uciones de las ecuaciones dife 


Dejando a un ledo las Tluctuaciones aleatorias del ei: 
concepto de un único umbral uniforme de potencial cansmembr 
do liz 0 el estimulo No es mue  DTeveE Y la 
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no resulta aplicable. 


En estos casos puede caracterizarse el umbral, en una segunda 
mejor aproximación al problema de la excitación de una membrar 
uniformemente polarizada, a partir del. compor tamiento de Jas 
distintas corrientes iónicas que atraviesan la unidad 
membrana. Desde este punto de vista un estado umbral r E 
estado en el que las corrientes iónicas despolarizantes, ES 
encuentran en equilibrio con las corrientes E 
hiperpolarizantes pero la velocidad con que se incrementan ¿Tas 
corrientes despolarizantes es superior a la velocidad con que: s 
incrementan las corrientes hiperpalarizantes (Khodorov, 19747 
Scott, 1977, cap 5: Fozzard, 19772; Jack,Noble y Tsien, 1983, caps” 
92 y 12). Á pertir del instante. .en el que se alcanza un estado 
com éste, se puede suponer que la retroalimentación positiva 
asociada a los mecanismos de génesis de las corrientes 
despolarizantes se impone y se desencadena asi el potencial de 
acción de membrana. Para pulsos estimuladores catódicos de 
duraciones intermedias este estado se alcanza cuando el potencial 
transmembrana ai final del pulso coincide con el denominado 
“umbral uniforme de membrana".- Fara pulsos catódicos breves el 
estado umbral se alcanza en un instante posterior el instante en 
el que finaliza el puiso estimulador .— 


La evolución de las corrientes iónicas se puede 
detalladamente mediante modelos matemáticos no lineales del tipó 


dei que introdujeron Hodgkin y Huxley. Con la ayuda: de: 
ordenador 


Bai Ae 
es posible simular las curvas intensidad duración para. 
una porción de membrana uniformemente polarizada por un pulso 
corriente aplicado (Cole, Antosiewicz y Rabinovitz. 19353; 
Fitzhugh, 19663 Fitzhugh, 19763 Cole, 1972, pp 304-306).- 


Además, de la simulación digital del curso temporal del voltaje ' 
transmembrana y de las variables de activación e inactivación de 


las conductancias iónicas, comparado con la simulación de la 6 
evolución de las corrientes djónicas parciales, se pueden 
estabiecer los estados umbral tal como se introdujeron en la 
sección precedente. Todo esto puede a su vez contrastarse con los 
resultados de experimentos apropiados. 

Finalmente, las variables de estado de las corrientes jónicas 
parciales se pueden relacionar a su vez con las constantes 
cineticas de las ecuaciones maestras que describen el proceso 


estocástico de apertura y cierre de los Canales jónicos y con los 


perámetros que describen las propiededes de conducción iónica de 
jos canales abiertos (selectividad, permeabcilidades, potencial de 
inversión, etc... De esta forma las propiedades locales de la 
excitabilidad <e pueden conectar con la composición jónica a 


uno 
y Otro lado de la membrana, con la densidad y tipo de canales 
iónicos y con la acción de mediadores newroendócrinos y fármacos 
que a traves de receptores de membrana especificos afectan las 


pr epiedades de permeab1l lidad de los canales jónicos. 


En la actualidad este último es principalmente un programa, 
puesto que continúa activemente la búsqueda de nuevos Canales 
iónicos y la investigación de las propiedades de ne bea Ya 


identificados, en la meyor parte de las membranas excitables. En 


lic=z casos en los que la relación entre la amplitud sto umbral 
de los pulsos estimuladore es, pare pulsos de diferente duración. 
se ha podido relacionar efectivamente con las propiecades 
electricas pasivas de la membrana y con los canales jónicos, se 
ha encontrado que dicha relación es muy complicada. 

necesario recurrir a un enfocue menos 


permita una aproxim 


ción ana 
cilar en esta memoria. 
porción de membrana de área A a traves 0e la 
corriente lónica e en el instante de —tiempa 
es la las" rientes ón Ss que 
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aleatoria que vale cero si el canal k-esimo del tipo q-esimo está 
cerrado y es diferente de cero si el canal está abierto. Á escala 


mesoscópica el número de canales de un tipo dado s por lo 
general bastante elevado como para poder aproximar sl Ik.q por + 
Rc4 
l o Ng -E[L] ¿2 donde E [iq] es el valor esperado de la corriente 
[: aleatoria X9 a través de un canal de la clase quesima. Para 
po obtener este resultado todos los canales del mismo tipo q ose 
¡ES 


ar consideran formando un colectivo estadistico y se aplica la ley 
: de los "grandes números a-la suma de las corrientes aleatorias 
(Suárez Antola, 19791. p 65) (Sobre condiciones suficientes para 
po la validez de la ley de los grandes números y sus diferentes 
enunciados ver, por ejemplo Uspensky, 179343 cap 10; OU RiOS, 
._ 1967, cap 159). Si nqg = (Nq/A) es la densidad de canales de tipo q 

en la porción de membranas,la densidad de corriente iónica a 


E 


través del total de los canales del tipo q ovendrá dada 
aproximadamente por -Jq = Ma ECIglc mientras que la densidad de 

! D corriente iónica giobal verifica J= 2, Y (“Suponemos que la 
a porción de membrana es lo bastante pequeña como para que al 


- dividirla en dos partes de igual área la densidad de canales del 
mismo tipo en una y otra parte no difiera significativamente de 

ly pera lo bastante extensa como para poder aproximar Jq por 
y rq-E [Tg3 . despreciando así el ruido de membrana. La densidad de 
canales de un tipo dado puede variar de una región a otra en una 


. LA . . . . . . 
misma celula excitable y esa variación debes ser tenida en cuenta 
en el estudio del umbral).- 


Consideremos ahora la corriente aleatoria lq. Suponemos que los 
canales poseen la misma conductancia en todos los estados en que 
se encuentran abiertos (lo cual parece estar justificado por los 
o resultados del registro de las corrientes de canales jónicos 
únicos mediante la tecnica del patecn-cilamp  —(Sakmant y  Neher, 
19333 —Horowicz, Schneider y Begenisich. en Áándrecli,  Hoftman 
E Fanestil y Schuitz (eds., 1986, cap. 9). En este caso lg = qq. 
Vd $ donde gq es una constante con dimensiones de 
conductancia, Tfg í Vy les una función del voltaje transme 


A o Vy que debe hallarse experimentaimente y dg es una Y 
/ al 


aleatoria que toma €l valor O si el canal 


se encuentra un 
estado cerrado ei valor 
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dde. cue el canal encuentre 
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esulras 
que la densidad corriente 1 


tipo qresimo verifi 


Cada una de las corrientes de canal 1k,q es una variable. 
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densidad de corriente a traves de la membrana, producida porel 
trabajo de las bombas, la densidad total de corriente a traves- de 
la membrana viene “dada por J<=2Jq + Jb (21 (Aquí Jb deberá ol 
expresarse como suma de contribuicones, Uña por cada tipo: de" c.- 
bomba presente en la membrana).- o 


A 


En general las variaciones de Jb respecto de su valor en estado 
de reposo son más lentas y menos amplias que las variaciones que 
sufren: las corrientes pasivas Jq durante la estimulación (Hille, 
en Patton, Fuchs y otros (eds.)1982, cap. 2) de modo que, excepto 
por su rol en la determinación del voltaje de reposo * (Tuckwell, 
1988, pp. 2-3) en una primera aproximación Jb puede despreciarse a 
en el estudio de los fenómenos (no repetitivos) del umbral. z 


Volviendo a las corrientes a través de los canales jónicos 
pasivos, se encuentra experimentaimente que pera cada tipo de 

canal existe una voltaje transmembrana de inversión Vq franqueado 

ei cual cambia el osigno de la corriente iónica a traves del 
canal. La función q í( Vmdse anula entonces cuando Vm = Va 

pero en general no es una función lineal de Ya = Vg. 

De todos modos, siempre es posibie establecer la conductancia 
cuerda 94 así: Y = Ñ > V 9 13]. Verifica: 

¿7 = n3 49 Pe Y (Ym>> [4] Y 
Va 7 Vy 


Fara el Canal de sodio del axón gigante del calamar Én. (Un ) = 
- ; Cc — A e Ss 

Vhm Vis de modo que O Ya =D a PWa ¿pero para el canal 

rectificador de potasio de respuesta retardada, de esa misma 

membrana, la función qu (Va) (que da la relación instantánea 

corriente-voltaje de un canal del tipo qresimo; es no lineal. Se 

ha encontrado que posee un comportamiento como el del Tiujo en 

la teoría del campo constante íFohimeister y fdeiman, en Ádeiman 

y GSoidman tedsi, 1982, cap 7). [ Y. 

(explFWxíkT] - exp [E mar» 

3 CA e o 

Si tiene así: fk (Ym da Vu A - exPCF WT) 

donde T representa la temperatura absoluta, R la constante de los 

gases y Fla constante de Faraday. ¿Cuando Vy se encuentra lo 

hastante próxima a YK, Fk (Vu? se puede aproximar por Vy - Mk. 

En ei modelo de Hodgkin 

conductanci 
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interpretación de las variables cineticas del modelo de Hodgkin y 


Huxley y de otros modelos análogos en terminos de las variables: 


cineticas microscópicas de apertura y cierre de los. canales 
iónicos no es en general directa. (Como las membranas excitables 
suelen presentar varios tipos de canales de potasio diferentes, 
debería introducirse una condustancia para el conjunto de todos 
los canales del mismo tipo, haciendo aparecer una densidad de 
corriente separada para cada uno de esos colectivos). 


De todas formas podemos precisar más la condición de umbral 


planteada al final de la sección (A) precedente, expresando la 
densidad de corriente iónica transmembrana asíz_, 

: J=x“ Jq+2g Jq+vub LJ) 
donde: 2q Ja se toma sobre todos los tipos de canal iónico a 
través de los cuales se producen corrientes despolarizantes 
(porque sus - potenciales de inversión Vg son superiores al 
potencial transmembrana Ym). 2 dq se toma sobre todos los tipos 
de canal a traves de los Cuales se producen corrientes 
hiperpolarizantes  (puef para ellos Vq es inferior a Vm) y db es 
la densidad de corriente debida a las bombas electrogénicas. 


z PS Eos ; Ys 
Como consecuencia de su definición, 2q da es negativa ya Ja 
es positiva. Fara una membrana uniformemente polarizada 4 


Jap = CacAVeifjg) + 3 [8] siendo dap la densidad de corriente 
elecrica aplicada. Si Jap <e anula, Cm dYm =-J 
AL 
En este caso un estado umbral sería un estado de la membrana para 
el cual y  Q í(o sea dVm /dt 3= 0 
incremento de las corrientes de 
mayor que la velocidad de 
hiperpolarizantes d Y Jq 
dat 
Suponiendo que d JB es despreciable respecto de los otros 
terminos ídebidos a los canales cónicos pasivos, esta equivale a 
1 =S a 


ar 
afirmar que d*v,>0 ene l. La condición oYy = o, 


Í y para el cual la vejocidad de 
epolarizantes — ITIDIS da es 
incremento de ias corrientes 


el AE At 
d Vu» O para caracterizar un estado umbral de una membrana 
ee 
ES uniformemente polarizada permite tener en cuenta los 
oroecesos de activación de las conductarmcias 1óniCcas, Como Yeremos 
bazo constituyendo asi 1 mejor aproximación a la 
del o umbral que encepto de umbral unitorme 
corrientemente tecría de redes de neuronas 
oraximaciones  integradoras a los procesos de 
sistemas pluricelr CES. 


(4) Aquí Cm el ta=cs pacidad por vidad de Srea ole 
mn em brama introducida en TCBY Aa ropór cto Ae 
La constante. Lines? de membr=na (Ear Eo Sm), 


potasio, ' debido al factor dependiente del voltaje transmembrana- 
que aparece en este caso. Se advierte entonces que: la' 


emy cdta 


Variables de activación. —Yariables de 


variables de adaptación» El metodo de los sistemas reducidos. 


Un marco 


modelos fenomenológicos del tipo de Hodgkin y Huxley y tambien. 


con la descripción mediante canales iónicos de la forma en que la' 


introduje en la sección (2) precedente es el propuesto por 


Fitzhugh -. (17969). Para la densidad de corriente iónica: 


transmembrana se postula una expresión del tipo J = J (Vm «W) y 

se supone que las variables. W (que representan la influencia de 

los procesos de activación, recuperación y adaptación sobre la 

densidad de corriente iónica) evolucionan a su vez regidas por_ un 

sistema de ecuaciones diferenciales de la forma dW =F (Vy ñ w) 

- di 

25 necesario especificar las 

van 2, pde así como la 


Fara cada tipo de membrana excitabl 
variables. W =_(%W¿ , We ,---»Wp) 


- - e r - ES . Ed - 
función Y (Vy sW ) y las funciones E Via : MS Y fall Pp). 
En ei caso del modelo de Hodgkin y Huxley ímodeio H-H) se tiene: 
Y = (ma n, h) (4]_ 


n, pe 
J (Vnq 3 m, ny h)= G wa | mh (Un Va Ag Ven VOGEL Va — VI (2T 
donde gp es la Cconductan cia de perdida Y Vi su potencial de 
inversión. dm = Fy (Vy ma “AE Lim) Bon V y ? m Sa 


dn =F, Wy Mm Try) tin) - pa Ve E 3b 


A 
Eb = Fz (Uy sm toggíVm) tin) — PalVe JA 3c 


Las constantes cineticas A y vienen dadas, a SU vez por bien 
conocidas Tunciones empiricas de Yom y oe la temperatura 
í(Tuckweli, 1988, Do 47-47), 


la variabie m expresa el proceso de activación y las variables n 
y bh ios procesos de recuperación de la membrana.— 


El modelo clásico H — H puede ampliarse pera tener en cuenta la 
acumulación del ién potesio en el espacio periaxónico lentre 1 


membrana axónica Y la membrana de la celuia de Schwann coma 


resultado de la actividad repetitiva de ia membrana . 
iFrantenheuser Y Hodgkin 19363 Adelman y Fiteznuan, en Moore (ed), 
iF3, cap Sí. Esto puede hacerse introduciendo en Y» como cuarta 
wveriable de estado la concentración de potasio en el espacio 
periaxónico Ks y como cuarta ecuación de evolución para Hz 

$ =4T[ Tk- PE + (Ks — Koa) 114] A donde ss el  ESDESOT 
at. o. 
íradialí del espacio periaxónicoO., Px es la permeabilidad  =1 
potasio 228 la barrera GITUSIvVa ente el espacia periaxónico y la 
masa de soluci s 1 en : t 2 
dicha solución ; 
a través de la mem 
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“general para describir la dinámica de la membrana. 
uniformemente polarizada que resulta compatible con los distintos. 


r. 


NS 
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Pa + Na —> a 
y AMB AnOS W = (m, ns h.Ks) 


En el módelo H-H y en muchas de sus generalizaciones, se supone 
que el proceso de inactivación de la conductancia del sodio es 
independiente de su proceso de activación. No obstante se han 
acumulado resultados experimentales que sugieren que la 
inactivación involucra el mismo conjunto de cargas que genera el 
proceso de activación, las cuales después de haber activado el 
canal pasan aun conjunto de estados diferente asociado con el 
cierre del poro (Bezanilla y White, en Andreoli, Hoffmann, 
Fanestil y Schultz (eds), 1986, cap. 27). La interpretación de 
los procesos de activación de las conductancias del sodio 
involucrando varias unidades en paralelo iesquema m3 para el 
sodio Y n4 para el potasio) puede sustituirse por una 
interpretación mediante modelos secuenciales de la activación de 
los correspondientes canales iónicos. 


Estos modelos parecen involucrar un número de estados bastante 
elevado (Bezanilia Y White, op.cit. de modo que la 
identificación del número de estados y de las constantes 
cinéticas de las ecuaciones maestras es complicada y exige el 
empieo de Tármacos Y Otros agentes quimicos para alterar el 
comportamiento de los canales. Coma contrapartida permiten 
comprender mejor muchos de 103% nNumeroazos detalles Finos 
referentes tanto a las corrientes jónicas como a las corrientes 
de compuerta que se conocen en la actualidad .- 


De todos modos el marco generai propuesto por Fitzhugh es 
compatible con la cinética de los canales iónicos representada 
mediante -modeios secuenciales. En etecto, la densidad de 
corriente LEnROS a traves de los Canales del tipo a-eésimo viene 
dada porn la «presión que dedujimos en la parte (BE) de este 


capitulo: q = gate Y mm ).Pa 


La probabilidad Pa de que el canal se encuentre abierto puede 


1 
calcularse a partir de la ecuación maestra para un modelo 
A A A Hr. , 4 , . 
secuencial. Las constantes cinéticas pueden descender de 
concentraciones iónicas y Otras propiedades Tisicoquímicas a 


nivei de la membrana. La función T7q ¿(Ym) invciucra el potencial 
de inversión Va el cuai puede variar con í 
membrana. Est ] 
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19) La clase F de las variables rápidas asociadas con la: 
activación de los canales iónicos despolarizantes. que inicia el 
potencial de acción (P.e., variable m en en modelo H-H).  ““ 


20) El voltaje transmembrana Va" 

32) La clase S de variables lentas, asociadas con el proceso de 
recuperación . (que acaba con el potencial de.acción) y con el 
proceso de acomodación de la membrana, a traves de su relación 
con la inactivación de los canales iónicos despolarizantes 
rápidos Y con la activación de los canales iónicos 


hiperpolarizantes retardados. (P.e. variables h y n en el modelo 
HH). 


42) La clase A de variables muy lentas, relacionadas con los 
procesos de adaptación de las membranas debidos a la acumulación 
o la depleción de iones en espacios donde los procesos de 
transporte se encuentran entorpecidos (P.e. la concentración de 
potasio en el espacio periaxónico en la ampliación del modelo H-H 
efectuado por ÁAdelman). El efecto Wedensky bioelectrico y otras 
modificaciones relativamente lentas de la excitabilidad (como las 
modificaciones en las respuestas repetidas a un estímulo de larga 
duración) dependen de variabies de la clase A. 


Las variables de activación de la ciase F por lo general ' poseen 
tiempos carateriísticos de evolución del orden de las centenas de 
microsegundos. Las variabies de recuperación de la clase S poseen 
tiempos característicos generalmente por lo menos un orden de 
magnitud por encima del de las variables de activación. En las 
membranas - de las celulas del sistema nervioso y de las fibras 
musculares esqueleticas un orden de magnitud por encima, pero en 
las membranas del miocardio la diferencia de orden de magnitud 
entre las variabies de activación y las variabies de recuperación 
es, exceptuando las variables que producen la pequeña 
repolarización rápida previa. al platea, aún mayor). 

Las variables de adaptación de la ciase Á a su vez posee tiempo 
Ccaracteristicos por lo menos un ecrden de magnitud por encima de 
de las variables de la clase S. 
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con el voltaje transmembrana es n 


e ario formar una ciase aparte 
porque es la única variabie de estado sobre la que actúa 
e T E 
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directamente el estímulo, representado en este aso por una 
densidad de corriente electrica uniforme aplicada, Jap (e). Se 
tiene, en efecto: La EYm +3 Va ¡Ni = dap (t; (5) 
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Una vez finalizado el pulso estimulador el voltaje transmembrana- 
comienza. por lo general, un regreso hacia su valor de reposo. 


Consideremos primeramente un puiso catódico. Si es subumbral, el 
regreso de Vm hacia Va. se cumple en forma monótona, puesto que 
no se produce el potencial de acción. No obstante las variables 
de la clase Foson arrastradas fuera de sus valores de reposo 
mientras la membrana se repolariza. Cuanto más próxima al umbral 
se encuentre la amplitud del pulso estimulador, tanto mayor será 
entonces el grado de activación de los canales iónicos 
despolarizados. Si bien esto no será suficiente para excitar la 
membrana»,: producirá la denominada respuesta local. Esta respuesta 
fue descubierta e investigada experimentalmente estimulando 
fibras nerviosas mediante electrodos extracelulares (Hodgkin, 
19238: Kayser, 1969. pp 94-953 Laget, 1970, pp 84-86) para los 
cuales la polarización no es espacialmente uniforme. 
Posteriormente fue estudiada en membranas uniformemente 
poilarizadas y simulada exitosamente a partir de las ecuaciones 
del modelo H-H- para la membrana del axón qigante del calamar). 


Cuando las variables de la clase F se han apartado lo suficiente 
de sus valores en reposo, las corrientes despolarizantes que 
producen enlentecen sensiblemente el oroceso de repolarización de 
la membrana respecto de lo que sería la respuesta en ausencia de 
esta activación parcial. Pero si el potencial transmembrana 
regresa definitivamente a su valor de reposo, tambien regresan a 
sus valores de reposa las variables F. Una vez en las 
proximidades del estado de reposo de la membrana, el potencial Vy 
evoluciona en una escala de tiempo determinado  fundamentaimente 
por la constante lineal de membrana: Tmo= R mo Cum Aqui la 
resistencia de la unidad de área de membrana verifica: 

) 4 =27 (Va Wa) [7] 

Ro IV, 


(Fara mediria, la intensidad de la corriente aplicada Y la 
polarización resultante deben mantenerse pequeñas, puesto que a 
menudo ias membranas presentan eTectos de rectificación 
significativos, que suelen ponerse en evidencia con algún 
retardo. La resistencia especiTica de la membrana FR mo adopta 
valores muy diferentes, pco ia del número y el tipo de 
canales djónicos presentes por unidad de área de dicha membrana 

Sah eo mao io cual conduce, Junto con 


moy tome a su vez valores comprendidos 
segundo y centenas de milisegundo. 


i iectrico de las anguilas y pera 
la membr an na de los nodos de Fanvier del nervio mielíinicos, 
la membrana Ces axon Gigante del calamar. Z,,= 
úscuio esqueletico ránido de rana Tugz 30 m seg 
el músculo escueletico lento de rana Ta 33% 
ton, Fuchs y otros ieds.j,. 198%, q Ss). 
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4 : a s a - a - 
cineticas a emplear aplicando dos principios de conexión. de 
escalas: 

12) Todas las variables que evolucionan en escalas de 
tiempo de orden numerico: inferior a la 0 las escalas 
a seleccionadas, se consideran en permanente equilibrio con las 
; demás variables (o si se quiere, esclavizadaes, Como se dice en 
sinergetica). 

22) Todas las variables que evolucionan en escalas de 
a tiempo . de orden numerico superior a la 0 las escalas 
seleccionadas, se consideran congeladas en sus valores al inicio 


a del proceso (o lo que es equivalente, se consideran como 
parámetros)... 


Da LA dd RARO AM IPOD 


Este método de reducción puede aplicarse tambien en el estudio de 
los ' sistemas de membranas polarizados en forma espacialmente no 
- uniforme, puesto que se basa exclusivamente en las relaciones” 
temporales entre el potencial de membrana y les variables de 
estado que describen el funcionamiento de los Canales ¡ónicos. 
- a Como consecuencia es un instrumento muy adecuado para simplificar 

la investigación fisicomatemática de los fenómenos del umbral en 
fibras (0Osincicios funcionales estimulados mediante electrodos 
a extraceilulares. 


En el caso de una membrana uniformemente polarizada CUYA 
evolución puede describirse por medio del modeio clásico H-H o, 
se pueden obtener los siguientes resultados, según cual sea la 
escala de tiempo seleccionada. 


í2% Si interesen fenómenos que se producen en forma lenta 
respecto: de la activación de la conductencia del sodio, pero 
rápida respecto de la inactivación de dicha conductancia y 
de la activeción de la conductancia del potasio, <* puede poner 
_ M.= Mo im ? siendo Mo tiY > el valor de equilibrio de la 


Ñ variable de activación de la conductancia dd sodio) mientras 
Mo Y Pao - En ese 


A] 


que ny Rh permanecen en sus valores inicial 
ES caso el sistema de cuatro ecuaciones dife 
reduce a una sola ecuación diferencial no 1 
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q q = $ mio (Y YA EV, V go" (V, ¿MG (Y, AY, LI Tapl Eso [103] 


ES - LS Vid A] o Mob] 
qn = y > Vu dni [10€] 


E los tiempos de relajación y los valores de equilibrio de 


"las variables h y n vienen dados en función de las 


correspondientes constantes cineticas « y por expresiones 
idénticas a las que relacionan el tiempo de relajación y el valor 
de equilibrio de m con sus propias constantes cinéticas). Estas 
tres ecuaciones describen la interrelación entre el potencial de 
membrana y las variables de recuperación. Todavia pueden 
simplificarse más. En efecto, la simulación digital del curso de 
un potencial de acción empleando el modelo clásico H-H para el 


axón de calamar muestra que n + h permanece aproximadamente 

constante. Entonces es posibie sustituir h por 44m MN en la 

ecuación para dY , eliminando luego la ecuación para dh y 
dt dt 


reduciendo así la cinetica a un par de ecuaciones diferenciales 
en' las variables YM y n solamente. : 


Esta versión reducida de las ecuaciones cinéticas, que describe 
la densidad de corriente a traves de la membrana Jm mediante solo 
dos variables de estado. Ym Y n junto con la ecuación del cable 
que relaciona ¿Jm con la variación espacial del potencial de 
membrana VUmos ha sido utilizada en el análisis y la simulación 
digital del potencial de acción propagado en el axón de calamar 
en sustitución del sistema formado por la ecuación del cable y 
las cuatro ecuaciones cineticas del modelo clásico de H-H 
(Volkenstein, 17985, pp 5739-2577). 


Si se supone que h + n permanece aproximadamente constante, las 
ecuaciones de H-Hh se reducen a estas tres: 
dim = (4 fo, q) [M., (Vu ) m9] [11a] 
dt is O 
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La descripcion de la excitación de la membrana <e.  eTectúa 
entonces mediante una única variable de activación ími y una 
Única variabie de recuperación Ími. 


ESTO perm 


dinámica del 


Hua 


a ARA A 


(D) Topología del umbral para membranas uniformemen+t te 
polarizadas 


za Y 
Consideremos una membrana. cuya cinetica puede describirse 
mediante tres variables de estado: una variable de activáéación Fa 
el potencial transmembrana o y una variable de recuperación S. 
Supongamos que el estado ( F, s $S) evolucionaé regido por las 
e 


ecuaciones siguientes: dE =. e» Vu 3 F1 [ia] 
dt :  Tr(Vy) 
dVn e e J (F/VysS)+ 1, Jap (t) (1b] 
dt Cm 
ds o [So (Yum) - S] Cte] 
dt “Es Vie) 


donde las variables F y S toman valores en [0,11 , Tp y To son 
funciones positivas deVyque se comportan cualitativamente como 
sugiere la figura 4 (siendo normalmente “Z¿ de un orden de 
magnitud superior a Tp ¿por lo menos), mientras que Fa (Vy y S 0 Voy ? 
son funciones sigmoideas estrictamente crecientes con Vm.* tales 
que cuando Yum tiende 2 -.o.oo ambas tienden a cero y Cuando Ya 
tiende 28 «os ambas tienden a uno (fig 3). 


Para concretar, puede considerarse una porción de membrana- de 
axón, poniendo F =myGS=mnm, con loque las ecuaciones [1] 
pueden identificarse con las ecuaciones C) [11] de este mismo 
capitulo. Fero en lo que <sigue se estudiarán propiedades 
cualitativas comunes a casi todas las membranas y otros 
sistemas fisicoquímicos excitables, para los que las variables F 


y S se rigen por ecuaciones más generales: > ¡E YY > arpa S) 


íLas Tunciones f y q están sometidas a ciertas restricciones que 
especificaremos posteriormente, pera por lo demás pueden ser 
arbitrarias). Las ecuaciones [la] y L ic] muestran que las 
variables F y S tienden a aproximarse siempre a Fa í Va? Y Sos “Wy 
respectivamente. F y S interactúan en forma indirecta, a través 
de Va .« desde que la ecuación de evolución para Vu depende de 
las tres variables de estado y los valores de equilibrio Fi C(Vm)y 
So(Vyjdependen solamente del potencial transmembrana. Este último 
eS, a su vez, la única variable de estado directamente afectada 
por la corriente eta aplicada cuya densidad viene dada nor 1 
E 


función Yap 14) la ecuación [ib] . Si consideramos escalas 
de tiempo corías Prosa aa del tiempo de relajación Ts de la 
variable S, en primera aproximación podemos congelar dicha 
SS z pe o A ARA A , : 
variable en un valor So y reducir la cinetica de tres a dos 
dimensiones: sá e = 
| as e ER 


At Cm 
El estudio del vetrato de las Úárbitaes del 
determinado por las ecuaciones [2a(y [259] en ei 
exige conocer algunas propliededes de la densl 
iónica, en particular d cu inidea por 
Esta última ecuació Fo= Fy C 
F> Ey C mM; Yo) ia ica 


negativa, mientras 


corriente iónica es 
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La fig. 6 muestra por un lado la curva que representa la función 
FE = Foo) y por otro lado la familia de curvas F = Fy CVm; So). 
representada por algunas curvas típicas correspondientes a 
valores escogidos de So. Observese que aparecen dos valores de 
So, Sa y Sb tales que para O< So<Sy9 y para SL<S:.<4 la curva EF: 


interseca a la curva F = Fy (Vu; So) en un único punto. 
Denominaremos R (So) a ese punto cuando Ho SoC (0, Sa) y E (So) 
á4 punto de intersección cuando ¿€ (Sb, 11). Ambos puntos, R y E 
son puntos de equilibrio estabie dei sistema dinámico [ 2] - 

Si Sa<SX5b, las curvas F = Re(M)y F= F7(VW¡S) se intersecan 
en tres puntos que denominaremos R (So), Ul(Se» y E (So): aquí R 
y E son estabies, mientras que 17 es un punto hiperbólico, 
inestable. Cuando S disminuye hasta Sa el.punto. R y el punto Tf 
confluyen en un único punto singular, mientras que cuando S- 
aumenta hasta Sb, el punto UV” y.el punto E confluyen a su vez en 
un único punto singular, E] significado profundo de todo esto 
aparecerá posteriormente cuando consideremos la evolución del 
sistema dinámico completo,dado por las ecuaciones [1] , en el 
espacio de estados tridimensional ít F, Vim. S). De momento nos 
mantendremos en el plano de fases (F, "Vy? con S congelada en So . 


Consideremos ahora el retrato de las órbitas que muestra la fig. 
Tu para Sa < So< Sb. El punto de equilibrio R (So) corresponde 
al estado de reposo de la membrana. 

El punto hiperbólico UT (So junto con les dos órbitas que 
tienden a éi cuando el tiempo tiende a es corstituyen “una 
verdadera barrera de excitación o curva umbral/2l En"efécta, si el 


estado del sistema se encuentra por debajo de esa barrera una vez 
finalizada la corriente estimuladora í0 sea una vez que Joa (t)1=0) 
dicho estado evoluciona tendiendo siempre al estado de reposo R. 
Pero si el estado del sistema. al finalizar el puiso estimuiador , 
se encuentra por encima de la barrera, evoluciona siempre hacia 
el estado E (So) que puede entonces considererse como un estado 
excitado en un sistema biestable. 


Ááhora es conveniente ver las cosas desde el punto de vista de la 
teoría del control en el espacio de estadosítonti, Markus y Olech 
íedsi, 197583 Heim y Palm (eds) 19787 Ogata, 19939). 


La corriente aplicada dap (t? puede considerarse como una señal 
de control aplicada a un sistema de lazo abierto (puesto que no 
se vealimenta informa ción proveniente del sistema sobre la señal 
de entrada que actúa directamente sobre la evolución de una sola 
variabie de estado: el voltaje transmembrana mM (ecuación [=bJ) 
. £ 
Debido a esto, per epliceción de un puiso de corriente catódica 
se puede pasar del punto de.reposo KR 
e 


e los pintas 
ig. 8, comprendi 
c la porción de la 
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Los -pulsos que llevan el estado del sistema desde R hasta la 
barrera de excitación son pulsos umbral, los que lo llevan .por 
debajo son subumbrales y los que lo llevan por encima son 


supraumbrales. 


Los demás estados no son accesibles desde el estado de reposo 


mediante la aplicación de pulsos de control. Dentro de los 


estados accesibles, presentan particular interés lor que se 
encuentran comprendidos entre la recta F = FRY la curva F = Ez (VS) 
y se disponen por encima y próximos a la curva umbral, Para 
concretar. consideremos un pulso subumbral breve e intenso que 
lleva el estado del sistema, casi paralelamente al eje Vu «desde 
el punto R hasta un punto Po (fig 9. 


Una vez finalizado el pulso el estado evoluciona desde Po como 
muestra la tTigura. La variable de activación FE crece 


“permanentemente, pero "Vm primero decrece, hasta que el estado 


alcanza la curva F = F 7 (Vm¿So) (que es la isóclina vertical en 
este caso). Una vez cruzada dicha curva, Vx crece tendiendo a Vz 
íaquí (Ve e son las coordenadas del estado excitado E). Er 


estado E istema termina por entrar en el sector comprendido 
por las curvas F = Fo(Vm) y F = FyCVMm : $0) ¿en cuyos extremos se 
encuentran los puntos 17 y E. 4 

La parte de lea Órbita comprendida en dicho sector puede 
interpretarse como el  Yfrente de tun potenciai de acción de 
membrana. 51 estar congelada la variable de recuperación el 


voltaje Vm se satura en "Ye y no retorna a su valor de reposo Ve. 


«. 


Entonces el comienzo del potencial de acción puede fijarse en el 


instante en el que el estado del sictema cruza la per E Ey (Vz di 
Alií se verifican las dos condiciones xAVm 0 Y Ys o 7 qué 
Al Ea 
introdujimos al final de la sección (Bi de este Capitulo como 
propies de un estado umbral. Ahora vemos que todos los puntos del 
arco de curva EF = Ez Vh ; So ?: comprendidos entre el umbral 
Y íSo) y el estado excitado E (So) satisfacen esas condiciones Y 
desde este punto de vista pueden considerarse estados umbrai en 
sentido ampiio ¿en la medida que marcan el comienzo del potencial 
de accióni. Ko obstante dichos estados umbral se alcanzan a 
de tados iniciales obtenidos apciicancdo pulsos claramente 


partir de es 


3 = 
supraumbrales, de moda que debemos restringir más la definición 
de estado umbral pera que se corresponda con el concepto Mi pulso 


umbral o que introcujimos en esta misma sección. A medida que la 
13 ] ión de los pulsos supraumbreles disminuyer, el 
al cue conducen dichos pulsos se aproxima más 
«cita ión tpor encima y la árhita sobre la que 
A 
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accesibles mediante " pulsos justo-umbrales, dicho punto 
“¿hiperbólico puede denominarse punto umbral propiamente dicho, 
aunque de hecho no verifique las dos condiciones Al Y = 0 Y deYy>o 


dt de 


(puesto que en U todas las derivadas de Vm son nulas). 


Si bien este modelo permite comprender porque el volta je 
transmembrana al final de un pulso estimuiador justo umbral 
aumenta cuando la duración de dicho pulso disminuye, presenta un 
defecto importante en relación con el período de latencia del 
potencial de acción (el intervalo de tiempo entre el final de un 


pulso susipraumbral y el comienzo del correspondiente potencial de 
acción). 


A medida que el estado inicial ípost-pulso) se aproxima a la 
separatriz umbral, el tiempo que emplea el sistema en pasar de 
dicho éstado al estado a partir del cuai comienza el potencial de 


acción (situado sobre eiloarco de  isóciina vertical) aumenta 
en forma no acotada, en contra de lo que se observa en los 


experimentos. 


recuperación, lo cual hizo aparecer un punto. de equi 
hiperbólico. 


Esto es consecuencia de haber congelado la variable de 
el 


Consideremos ahora ed origen, a nivel de la membrana excitable, 
de las propiedades cualitativas del retrato de las órbitas del 
Sistema dinámico [22] , [22] que acabamos de describir. Lomo 
dijimos anteriormente, para ello es necesario estudiar la 
densidad Ce corriente iónica JCF, Vn, Se)» 


Es conveniente expresar dicha densidad de corriente como suma de 
tres terminos, Una densidad de corriente iónica ICF Vy ¡ So) a 


ES x e - . 2 A na : . - A 
través de canales despolarizantes, una densidad de corriente J¿( Ve , So) 


a traves de canales jónicos hiperpolarizantes y una densidad de 
corriente de perdida Y, (Vm) 


JCF, Vi ¡do)= VpCF Vido) + Ip Cm ¡So ) + J¿CVm) E3] 


(Observese. que Je puede depender de la variable de recuperación 
S, come ocurre por ejempio con la densidad de corriente a través 
de ios canales djónmicos de sodía en el modelo reducido 
correspondiente a las ecuaciones CT l(íiia]. CT Liid] y £ liic] . En 
Ese caso Je resulta ser una  Tunción estrictamente menotona 
decreciente de la variable Si. 

A — cada una de estas densidades de corriente iónica parciales le 
corresponde un potercial de inversión : VE a VE; pa Jr > Ló o 
Cuando Vm es igual a uno de estos potenciales de inversión, la 
correspancdiente densidad de corriente parcial se anuíiz. 
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“conductancia de pérdida. Esto es así porque Cuando  F=0 los * 
canales iónicos asociados con la variable F se encuentran. 
completamente bloqueados, + de modo que Te 10 ¡Vn So) =0 siempre. El: 
potencial Y2(So) se encuentra a su vez entre Vo Vi «Cuando S=0. 


los ESnates iónicos asociados cón la variable S están bloqueados 


de modo que Is(Vmj¡0)= O =0. En “ese caso V¿(0) = WA 2 Si 500; 


es inferior a Vi % 


Si aumentamos Vu a partir de Vi (So), para mantener E E Vm; S,) =0 
es necesario aumentar Fa partir de cero. Pero calla a 
ecuación equivale a: JIpC(F/Vumj fo) = -— JVM; So) = JL(Vm) 
Entonces. cuando Vy' se hace mayor que "V¿ tanto Y como Je son 
positivas Y Jp debe tomar valores negativos taies que anulen la 


densidad de corriente iónica total. Pero a medida que Vm se va “ 


aproximando a Ve y Ye tiende a cero mientras que YY 72 
aumentan. Se hace necesario entonces aumentar F hasta que- "para 
Vy = “Vo (So) la variable de activación toma el valor “uno. Como 

esndcuencia de ¿sto la función F= Fy (Vm ¿So? crece en forma 

estricamente monótona desde cero cuando Vu = (nas ta una. , Suando 


Vie Va (So) siendo Vi< Vil) < Vo < Ve. 


Como F= EL [ Vm) está definida para todo Vy , es al igual quek ) 
continua y estrictamente monótona y verificaz lím Fio( Vm )- 


lim Fo (4y= il, resuita que la ecuación Es Ya 1 Es (Yu ¡0 ? 


Vn > 4 50 


posee siempre al menos una solución en el intervalo Vz(l0)< Vm < Vol) 


Cada solución de esa ecuación es un punto de equilibrio del 
istema dinámico Que describe la evolución del estado de la 
membrana en el piano (Vn, FJ. 


Cuando el valor de la variable de recuperación So se aproxima a 


Le a 
í, el efecto de las corrientes niperpolarizentes es mayor y como 
pS 


onsecuencia la variación en F necesaria para mantener ICF Vn, :£)=0 
en las proximidades de Vx (So) es mayor. Como F_(Vm) £ Erece 


rápidamente en un intervalo relativamente estrecho de valores de Va 


situado más allá de VE s resulta que e FS(Vu ) es pequeña en 
AÁVm 

las proximidades de “Vh = Vr (Sp) mientras que 

próxima a 1, dE KV; (So) ) es grande. 
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Por esc la ecuación (E CV, a EW, So) presenta una. única 


gue corresponde a un único 


y al 
del intervalo en el que F_ (Vu ) varía rápidamente, AV = (Ya) r 
nuevamente bastante menor que 5 ( Vn; So) y el punto” de 


HF 


equilibrio resultante E (So) es estable. 


Fara valores intermedios de So las curvas F=F. € Vy ) y F=F Me; So): 
se intersecan en tres puntos: R (So), UlSo) y E (So). En el punto ' 
intermedio. Y (S0) la pendiente de la curva Fos l( Vy4)=F es mayor 


que la pendiente de la curva Ey Vy «S0)= F y dicho. punto pa ee 
equilibrio es inestable.- ' 


. ba , y z 1 

Supongamos para simplificar que las corrientes iónicas a traves: 
de los canales dependen en forma lineal del potencial 
transmembrana. en ese caso podemos escribir las ecuaciones [22] y 


(227) de esta forma: AF 


pro O | CH] 


onde Cv, 
dond [1 Va) Ze, pl e L. A 
Ch 
Ja Ejola EAS Be Y fa 6ESo) = Aa EVE 


mm 
Aquí de Ñ 5 Y en son las conductancias cuerda de lios canales 
despolarizantes, hiperpolarizantes y de pérdida respectivamente. 


Les funciones +1 
tinealizando el 
obtiene la matriz 


s Tf2, gl y af son todas ellas positives siempre. 
sistema [421 y [44] en un punto ¡A cualquiera se 
z siguiente: 


= dal Fa jdod - ICE, = 

ACFx, Va; dol= ase HR %/ Pie 4 2] Fi) 7%) 
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A a ale) 


za determinante de la matriz ££] . 
ee de dicha matriz verifican: 

A EC % e 

E = +2 E ALA) leed 
2 om 2. 


ics valores prep 


dl en Er] y operando se obtiene: 


E 2 y= 41 - diles ras ti + 


pa 


me EA qa alo YVES qa do) FCI) (200,014 127 
Baní Yum =V3 EF; Co) es la función 4mVersa de Er, (Vu / Sa). 


Puesto que tanto AR (Vu ) como LT (e; So) sen 
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ios YU” se verifica: LT (Vado Ji tal), por lo que 


“Entonces. úno de los valores propios en Ves positivo mientras 


E) ¿VICIO > A. Au Aa 


que el otro es negativo: es efectivamente, un punto de equilibrio 
hiperbélico, mientras que R y E son efectivamente modos 
estables.- 


El modelo del proceso de activación de las corrientes 
despolarizantes que hemos considerado en esta sección es una 
generalización del sistema reducido, regido por las ecuaciones 


Cc [%a3 y [9b ] de este mismo capitulo, que se obtiene congelando - 


las variables de recuperación n y hen el modelo original de 
Hodgkin y Huxley, añadiendo la condición h + n constante para 
poder trabajar con una única. variabie de recuperación congelada. 
Las propiedades de estabilidad y los detalles del retrato en el 
plano de pases de dicho sistema reducido han sido muy estudiados 
(Fitzehugh. 196%; Talbot y Gessner, 1972, cap 2: Tuckwell, 1988, 
cap 8) empleando las expresiones empíricas del modelo clásico de 
Hodgkin y Huxley tanto para el análisis numerico coma para el 
análisis con metodos topoléágicos específicos para sistemas 
dinámicos en el pilano.- 


En consecuencia podemos prescindir de los detalles de dicho 
estudio, habiendo obtenido ya los elementos que posteriormente 
emplearemos en el estudio del proceso de aectivación de una 


: 


membrana polarizada en forma no uniforme. 


El modelo de la activación de lea membrana excitable que acabamos 


de conciderar 1 describe como si fuera un sistema dinámico 
bDiestabie con tres puntos de equilibrios dos puntos de equilibrio 
estabies — el punto de reposo y el estado excitado — y un punto 
de equilibrio inestable que por sus características mereció la 
dencminación de punto umbral hiperbólico. El voltale 
tranemembrana no puede regresar espontáneamente desde el estado 
excitado hacia ei estado de reposo, por lo cual el modelo 


ez 


describe el frente dei potencial de acción de membrana perc no su 
evolución posterior. Además, hemos visto que a medida que los 
puisos supraumbrales se aproximan a pulsos justo-umbrailes., la 
latencia e le aparición del potencial de acción de membrana 
tiende a in to. Asimismo, describe la Elf pera no explica la 


EMÁ . Estos inconvenientes CASEN eliminarse recurriendo 
nuevamente a un modelo con salo dos ad es de estado, Que se 
Dti las ecuaciones a [ib] y [ic] de esta 
ando: ia variable de activación PF a su valor 

con el potencial aan 


ecuaciones diferenciales 


noi 


mM 


30 jos 


pre 


e EE 


“Las: propiedades del sistema de ecuaciones [ía] y 1íB1 tambteni 


sido muy estudiadas, tanto en el contexto de la electrofisiolog; 
teórica (Fitzshugh, 195679; Tuckweli, 1988) como en el contexto. 
otros sistemas excitables (Krinsky (ed) 19843 Hallam, Goss:, 
Levin (eds) 19883 Murray. 19893 Ortoievas, 1992) y como expresión» 


del concepto mismo de excitabilidad (Britton, 1986; Othmer (ed), 
1989; Grindrod, 1991). 


En consecuencia solo revisaremos aquí en forma heurística las: 
propiedades más importantes para los objetivos de esta obra. La'- 
figura 10 muestra la representación en el plano l Va Mi X£ dde laz 
isóclina horizontal S= Sol(Vm) y la isóclina vertical J (Fs Via) Vaj M0 
para el caso en el que la corriente externa aplicada es nula, el 

Si fijamos S en un valor So cualquiera, la ecuación Y (FEV), Yo y So Y= O: 
posee como soluciones los puntos de equilibrio correspondientes 

al modeio del proceso de activación de la membrana que discutimos 


previamente.—Em consecuencia si OST. < Sa posee una Única 
solución que corresponde en ei marco del modelo anterior a un 
punto de equilibrio estable. que denominamos E (So). 


si SL ¿< So ZA, tambien posee una única solución Vu = Ve Ia To) que 
corresponde en el modelo anterior a otro único punto de 
equilibrio estable * que denominamos R (So). Cuando Sy < So <<“, 
sabemos que la ecuación de la isóclina verticalJI(ÚA, (Va), Sole 19) 

posee tres raices: Vm= Ve o), Vu = Vo (So) y Yum = z 4h) que corresponden 
a tres puntos de equilibrio en a modelo dei procesa de 
activación de la membrane: dos de ellos estanles y el otro 
inestable iel punto umbral Riperbólico). 


Variando ahora S0 entre O y Íí, obtenemos en el piano ¿Va y S 3 una 
curva en forma de DY que representa la solución de la euación 
ICFSVm),Vm¡LSo)=0 -.Fresenta tres ramas quese unen en los 
puntas (6,5 (Vb, SI) como muestra la Tiqura 10.- 


Cengelando nuevamente la variabie de recuperación 31 
considerándola entonces como un parámetro) el sistema DE ESB x 
se reduce a una única ecuación diferencial no lineal, a saber 


ln = - LE IC FVW), Vhm, So) + L Ja lt) 0] 


uando Jap/t)zQ,1los puntos de equilibrio del correspondiente 
istema dinámico unidimensional íahora Vm es la única variable de 
stado) verifican SCFolVm)) Vi )S1)= 0. For ende, la mencionada. 


¿a [ e interpretarse como el disorama de bifurcacioneszs 
de los estados de ra correspidientes a [16] (para JaplHlz0 ) y. 
= a 1 rán 


los esTad 


due re presen 27 


punto de la rama que corresponde a los puntos de equilibrio: - 


estable Ve (So) del sistema dinámico unidimensional 


representando en la fig. 11, o bien puede ocurrir en un punto de 
la rama intermedia que corresponde a loz. puntos de equilibrio. 


inestable (puntos * umbral) de dicho “sistemadinámico 
unidimensional. En el primer caso tenemos un sistema excitable 
propiamente dicho, en el cual el único punto de equilibrio del 
sistema dinánico bidimensional (en el plano (Vm,S)? ? es un 


punto R de coordénadas (Va ,Sa) que es estable y que termina por” 


atraer a todas la órbitas. En cambio, en el segundo caso el único 
punto de equilibrio resulta inestable y se acompaña de un ciclo 
limite de oscilación que atrae a las órbitas, de modo que la 
membrana presenta oscilaciones espontáneas sostenidas en forma. de 
un tren infinito de potenciales de acción. Esto último tambien 
ocurre cuando se aplica una densidad de corriente externa 
constante a un sistema excitable propiamente dicho. 

Esto hace que la intersección de la isóclina horizontal con la 
isóclina vertical se corra desde la rama estabie a: ola rama 
inestable de la isóclina vertical. (Sobre la actividad repetitiva 
de la membrana excitable estudiada sobre la base de modelos del 
tipo Bonhoeffer-van der Fol-Fitzhuah, puede verse Jack, Noble y 
Tsiena 19823, cap íií en le que se refiere a la actividad 
repetitiva espontánea de células marcapaso y Tuckwelil. 1988, cap 
38, en lo referente a la actividad repetitiva inducida por una 
corriente eléctrica externa). 


Consideremos ahora el caso en el que el único punto de equilibria 
es estabie y termina por atraer a todas las órbitas. Linealizando 
el sistema de ecuaciones diferenciales [%a] y [9b] en dicho 
punto, se obtiene un sistema cuya matriz posee sus dos valores 
propios compiejo-con jugados, Cuya parte real es negativa de modo 
que, —locaimente, el punto de equilibrio se presenta como un Toco 
estabie (fig. 12%. El estudio global muestra que todas las 
órbitas terminan por aproximarse asifgtóticamente a dicho Foco, 
que corresponde «ai estado de reposo de la membrana, pero el 
comportamiento de las órbitas puede dividirse en dos tipos, según 
cual sea la posición del estado inicial en el piano de Tases. Hay 
una región del plano a la que pertenece el punto de reposo KR, tal 
que si el punto inicial se encuentra en dicha región el estado 


del sistema evo iuciona acercándose a FR. Una región como ésta 
puede denominarse “conjunto de decaimiento" (fñiexander, Doedel y 
Othmer, en Úthimer ¿¡ed), 19879). (fig 133. 
Fero existe otra región, que puede enominar “con unta 
amplificador” Alexander y oa 7> :en Otfime Ev de 4, 4Í87. 7 tal que si 
ei estada inicial <e ncuentra alli EE evoluciona 
alejándose al principio A tente del punto a. ra 
cara Terminar entrando al laa de decaimiento, apro» ándose 
E inalmente al punto de reposo (Tig Í « La separación entre ambe=s 
ri en este tipo de modelos a diferencia de la que ocurre en 
modelos con puntos umbral hiperpbólicos, no es neta. No existe 
una ladera curva Edo sino toda Una reg dG 
transición tal que al i cio estado inicial 
rrespondientes tramos las árbit asan en 


a 
3 
re 


ec | propia del conj 


m 
contínua del comcortamie 
comportamiento propio det condunta amoliTa 


sn 


vertical, situándose 
misma (fig 14). 


Las órbitas que se encuentran a uno u otro lado de la pseudo 
separatriz umbral y próximas a ella, se apartan bruscamente ya:!' 
sea hacia el conjunto de decaimiento. ya sea hacia el conjunto” 
amplificador. Cuanto mayor es la escala de tiempo  Tr(Vm) 
caraterística de S, respecto de la o las escalas de tiempo en las 
que evoluciona el potencial transmembrana Vy cuando se encuentra 
alejado de su propia curva de velocidad nula (la curva en UN que : * 
hemos estado considerando), tanto más estrecha es la región “de - 
transición entre el conjunto de decaimiento y el conjunto: 
amplificador, tanto más adecuada resulta su idealización a traves 
de una curva umbral, y tanto más próxima se dispone esa "curva 
umbral" de la rama inestable de la curva en forma de UN : 


La evolución del estado de la membrana puede describirse entonces 
empleando metodos de perturbaciones singulares (Britton, 1986, 
cap 8.5; Brindrod, 1991, cap 3; dackson, 1987,cap SzDrazin,. 1992, 
cap 6J.- : 


Si un pulso estimulador, ya sea catódico, Ya sea anódico, lleva 
el estado sistema fuera del conjunto de decaimiento y lo abandona 
en el conjunto emplificador, lo que ocurre a continuación <se 
puede describir como sigue. Si ei pulso es catódico, ilevará ei 
estado del sistema a un punto dei conjunto amplificador que se 
encuentra más a menos próximo a la parte de la pseudoseparatriz 
umbral que <e dispone paralela a la rama dei medio (la rama 
inestable? de la curva en forma de (YX . En este caso Vy 
aumenta más rápido de lo que eumenta S, de modo que la órbita 
alcanza pronto la rama lejana de la curva en UN ía rama de los 
estados excitedos estabies del modelo unidimensional). La cruzas 
con lo que Vi comienza a disminuir, y a continuación el estado 
del sistema evoluciona próximo a esta rama hasta llegar a las 
proximidades del punto ( v»5, Sb5. 


Una vez ldiegadeo allícse acelera el decrecimiento de Vm y el 
estado del sistema cruza la isóclina horizontai, de modo que de 
ahi en más 3 comienza a decrecer lentamente, mientras 
Ym disminuye rápidamente hasta liegar a las proximidedes de la 
rama Cercana de la curva en UN icercana respecto del estado de 
reposo Ñ de la membrena, (que se encuentra situado en ella). La 
cruzas con lo cual Yy comienza a aumentar nuevamente mientras S 
sigue decreciendo y luego el estado del sistema desciende por el 
conjunto de decaimienta y termina por aproximarse en forma 
cecilante al punto de reposa K ífia 133. Se obtiene asi Una 

tiempo que es cualitativamente como la 


oroducido por un pulso de 


il estado deflsistema a 
lo hace en un punto que se 
pseudo-eeparatriz 


descendiendo 
1 z 


a 


Mintuye 


LE O 


entonces por 
lentamente. “Vm 


debajo 
empieza 


catódico. 
que 
de recuperación. 


(fig 16). 


Y 
Tambien, 


dei punto (Va, 


Sa ) y mientras S 


como veremos posteriormente, permite fundamentar las 
teorías der dos factores de la excitación para el caso de una 
membrana uniformemente polarizada. Además , explica (el 
ensanchamiento de la franja umbral a temperaturas elevadas 


asociado 
membrana que discutimos en 
En una situación en 
con jun to 


umbral, este modelo explica 
experimenta lmente con puleos 
ligeramente supraumbrales. Á 

crece, el 
primero 
modelos 
compar 


desminuye 
con punto 
abie con el 


(por 
tiempo 


aumentar 
largo 
sistema dei punto de 
se produjo en 
io tante, 


reposa, 


ubique en el conjunto amplificador , 


sido la 
separatriz 
positiva par 


despolarización de la 

umbral es una Tunción 
valores 

Mo  aObstante, 


la descripción de 


la que la región de 
de decaimiento y el conjunto amplificador es 
estrecha como para poderla jidealizar por medio de una 
otro 
catódicos 
medida que la duración del 
voltaje transmembrana al final del pulso 
las razones que vimos al 

umbral hiperbólico) 
característica de 
variable de recuperación de la membrana, 
luego de haber pasado por un valor mínimo. 
es el puiso estimuiador catódico que aleja el 


membrana 


a la desaparición del comportamiento todo o nada de. la 
la parte (4) de este capitulo.- j 


transición entre el 
lo bastante 
separatriz 

que se Observa 
justo-umbrales a 
pulso 

estimulador 
estudiar los 
luego ai hacerse 
evolución de las 
dicho voltaje empieza a 
Cuanto más 
estado del 


fenómeno 


pero 


mayor habrá sido el crecimiento que 
la variable S durante la aplicación del pulso y por 
para que el estado del sistema 


al finai del puiso se 
tanto mayor tendrá que naber 

íporque la pseudo 
que posee pediente 


de Vm mayores que Va ). 


lo á : 
la cinetica de la membrana en 


el 
plano ¿Vu S >) no permite analizar el efecto de pulsos 
estimuiadores de a comparable ce inferior a la escala de 
tiempo propia de las vwveriadies de activseción. 

- z 4 E LA alo 

Es posínle una descripción completa de la cinetica a condición de 
trabajar en un espacio de estados tridimensionad CF, Vhm, S y 
utilizando las ecusciones [ia] , Lib] y Lic)]para analizar la 
evolución del estado de la membrena y teniendo en Cuente las 
Ciferencias en el.crden de megnitud de las escalas temporales de 
las variables PF, VmY 3. Esto permite comprender la naturaleza de 
LOs Tenómenos del ambralo para una membrana excitable 
uniformemente polarizada Y conectar esos fenómenos con el 
funcionamiento de los canales 1ónicos.- 


crece 
a crecer teleradamente produciendo. el 
«frente de un potencial de acción análogo al generado por un pulso 
Este tipo de modelo permite explicar la EAA, 


resulta así una consecuencia de la variación en la variable 


de la membrana cuando la densidad de corriente aplicada es nula)... 
Es un punto de equilibrio estabie: linealizando el sistema En R. 
e se. obtiene una matriz que posee un valor propio real megativo y . 
E dos valores propios complejo-conjugados con parte real negativa, E 
siendo la parte real de esos Nalgres grapios complejos, - en valor | 
A absoluto, de un orden numérico interior al valor absoluto del 2 
, valor propio real. Este último describe entonces la relajación 
rápida de F hacia Fo (Vm) en las proximidades del punto Ri, 
E mientras que la parte real de los primeros describe la 
apróximación. más lenta, de las variablesVmy S (arrastrando 
consigo a 6F oque ha sido esclavizada por "Vy ) hacia sus valores de 
Teposo.- 


También en este caso cabe distinguir un “conjunto de decaimiento” 
y "un conjunto amplificador" en el espacio de estados, con una 
región de transición que se puede idealizar por una superfice y 
puede denominarse "conjunto umbral”. La fig 18 muestra una 
representación de dicho conjunto umbral. La traza de esta 
2 superficie (pse_ udo? umbral en la superficie F= Fuy (Va ) es una. 
O curva que proyectada ortogonalmente sobre el plano'Vm, E nos da 
la pseudoc-separatriz umbral a la que hicimos referencia a 
propósito del modelo de la membrana con la variabie de activación 
esclayizada por Ym (o sea, relajada permanentemente a sus valores 
de equilibrio con "Yy)- 


La traza de la pseudo superTficie umbrai con un plano paralelo al 
piano Cs Vhn ), de la forma S5=So0, da una curva que corresponde 
a la curva umbrai en el tipo de modelo con punto umbral 
hiperbólico que describe la cinética de la membrana uniformemente 


polerizade con la variable de recuperación congelada. 


el o punto de intersección de la rama intermedia de la curva en U” 
corresponde ai mencicnadoa punto umbral hiperbólico y se encuentra 
muy próximo a la traza del conjunto umbral con el plano S5=S0 
ítanto más próximo cuanto mas lenta sez la escala temporal de 
respecto de EF y Vm a Simuitáneamente, el conjunto umbral 
interseca los planos S=50,., para cierto intervalo de valores de S, 


5n] 


0 en (tra curva que no tiene equivalente en dos modelos con punto 
- umbral  hiperbólica y que corresponde al umbral para puiisos 
stimuladores anódicos. A 


dico supraumbral, Dreve e 
estado del sistema, paralelamente a 


A aumen Te 
la Órbita futura 
correspond : 


ICF, Vas)=0, a la 


de carte 


a la supertTicie 


Hopf respecto del parámetro Ye ). Pera para valores más pequeños 


comienza, de ahí en más a decrecer. Luego de haber alcanzado 
un máximo. el tramo de órbita se dispone paralelo a la rama de-. 
pseudo-estados estacionarios (fase de repolarización lenta .del. 
potencial de acción) hasta que al llegar a. las proximidades del - 
punto (F(Vb),V), S)) se acelera el decrecimiento de Vx y .se' 
produce la fase de apo Tarioseión rápida con la entrada del ¡punto 
representativo del estado del sistema en el conjunto de 
decaimiento (fig. 19). "Durante esta fase de repolarización rápida 
la variable de recuperación deja de aumentar y comienza a 
disminuir, porque el -estado del sistema atraviesa la superficie 
S= Ss C Vu ). Una vez en el conjunto de decaimiento, el estado. 
del sistema, manteniendose siempre próximo a F= Fo C Ym), se 
acerca al estado de reposo presentando ligeras oscilaciones en Y 
precedidas por una fase de hiperpolarización algo más marcada.- 


Se puede analizar en forma análoga el efecto de un pulso catódico 
subumbrail y el efecto de un pulso anódico.- 


Las densidades de corriente externa aplicadas en forma de escalón 
de amplitud constante Yo alteran la superTficie A VmCE, Va,S)=0 que 


ahora viene dada por la ecuación J(F ¿Va Ss do 


Esto modifica la posición del punto de reposo sobre la superficie 
F= TE Vm ) , pudiéndolo lievar a la rama de pseudo-estados 
umbr írama intermedia de la curva en (YA ) y generando asi las 
ió para una actividad repetitiva ívia una bifurcación de 


de Jo. el estudio de la órbita producida, que comienza en el 
antiguo estado de reposo correspondiente a J¿=0 “que ahora pasa a 
ser un estado inicial), permite obtener la reobase de corriente y 
el tiempo útil hasta la reobase, como idealizaciones convenientes 
cinetica de la membrana umiformemente polarizada. En 

efecto, para valores lo suficientemente pequeños de Yo. la órbita 
l 


queda toda ella comprendida en el conjunto de decaimiento. Áil ir 
aumentado Jo , se llega a un valor Y) para el cual la Órbita es 
tangente a la pseudosupertice cue idealiza al conjunto umbral: 
ese  vaior es el valor reobásico de la densidad de Corriente 


aplicada y el tiempo que emplea el sistema en evolucionar desde K 
Hasta el punto de tangencia con la superficie umbral es el tiempo 


útil haste la reobase. ¿Esto 1itimo puede estudiarse más 
nn L 7 2 4 « - z . - 
facilmente —Y asi e ha hecho- en el marca' de los modelos 
bidimensionales obtendidos poniendo F=F, ( Vm?* >. 


(E) 


El modelo de cinética de la membrana que presenta un punto umbra 
hiperbólico y dos puntos de equilibrio estables -el punto de 
reposo y el estado excitedo- se puede generalizar para involucrar 
más de una variable de activación. Para f variables de activación. 
el espacio de estadofes f + 1 dimensional y se encuentra dividido 
en dos regiones por una variedad f—dimensional tuna . 
hipersuperficie de codimensión uno) que es la variedad estable :: 
del punto umbral YY (fig 20) (este punto umbral es tal que la 
matriz del sistema linealizado en ese punto posee un valor propio: 
positivo y f valores propios negativos). 


Entonces ¡las órbitas que parten de puntos no situados en la 
variedad estable de U tienden al estado de reposo R o bien al 
estado excitado E según que el punto iniciai se encuentre en la 
región a la que pertenece Ro bien en la vegión a la que 
pertenece E. No hay situaciones intermedias, con excepción de las 
órbitas que tienden a Y y forman la mencionada variedad estable, 
que entonces puede denominarse "variedad umbral". Este tipo de 
modelo presenta siempre una latencia infinita en la aparición del 
potencial de acción para un puiso justo-umbrai., no describe la 
vepolarización de la membrana y no predice lla estimulación 
anódica de apertura, de modo que su principal utilidad se debe a 
que Simpiifica el estudio de la despolarización de la membrana 
por pulsos cuya duración es corta en comparación con las escalas 
de tiempo de las variables de ectiveción. Si se mide la respuesta 
a la estimulación mediante alguna funcional del emeso—tempera+ ¡ 
del voltaje transmembrana y se emplean coma estímulos pulsos 
rectanguiares de corriente de diración fija y amplitud variable, zi 
=e obtiene curvas estimulo respuesta que presentan una 
discontinuidad para un cierto valor umbral del estímulo.— 


an) 


ia Tig 21 muestra un ejemplo donde la respuesta se ha calculado 
tomando el supremo del conjunto de valores de Vm tt) « desde el 

inicio del puiso en adelante.] El modelo de cinética que considera - 
la varibie de activación esclavizada por el potencial 
transmembrana y el modelo que involucra los tres tipos de 
variabie de estado í F ¿Va ¿ se pieden generalizar a su vez a 
espacios de estados n-dimensional 

la aperición de un conjunto de 
encuentra el .único punto de equi 
conjunto amplificador Y d 
vw DOtimer. en DOthmer íed), 


es. En este caso lo esencial es 
decaimiento, en el ue se 
libri stema, de un 


ibria del  <1 
o umbral (Alexander, Doedel 


a 
de 


con du 


es 
el 


i punta de equilibrio, que corresponde 
membrana y ter d 


tado de reposo de la 
itas con significado 
Junto de decaimiento se 
as Variabies de estado 
as que comienzan en el 
van necia el punto de reposo despues de que 

7 a sufren moditTicaciones 


miña por atraer a tod 
fisiológico. Las que comienzan en el c 
dirigen hacia el punto de reposo sin gue 
sufran moda 1 , ; a 


£ 


de e 


mi E . La separación 


o 


A 


* lo que sería la frontera de la variedad, la cual no está en 
consecuencia definida con precisión. 


En este caso las curvas estímulo respuesta son continuas (fig 22) 
pera. la pendiente máxima puede ser muy grande, con lo que la 
curva resultante se aproxima a la curva de un sistema del tipo 
todo o nada. La abscisa correspondiente al punto de máxima 
pendiente puede “tomarse convencionalmente como valor umbrai del 


estímulo. Todos estos modelos describen fenómenos de cuasi-umbrales 


Un tercer tipo de modelo, que puede denominarse modelo de umbral 
de tipo discontínuo (Fitzhugh, 1969) comprende los modelos 


” «matemáticos clásicos de dos factores y el modelo de excitación 


debido a  Rusnton (1937). 


En las teorías de dos factores la evolución del sistema en el 
semipiano VEU viene regida por un par de ecuaciones 
diferenciales lineales, hasta que el estado (V¡U»), alcanza la 
barrera de excitación Y20 .Desde ese instante en adelante se 
supone que la evolución del estedo de la membrana viene regida 
por otras ecuaciones, que no se especifican 

£n el modelo de Rushton la función que representa la densidad de 
corriente jónica transmembrana presenta una discontinuidad de 


primera especie, saltando bruscamente de valores positivos a 


valores negativozs Cuando el voltaje transmembrana atraviesa un 
valor umbral. íOtros modeios de tipo discontinuo pueden verse en 


Et, 1777, cap 3). 
) 


Todos estos modelos discontinuos del umbral emplean 
dinámicos dei tipo que Vogel (17973 llamó "sistemas TOm¡ 
(sys temes deterlantes) 


Fl n 


Fara esos = espacio de estados sees encuentra dividido en 


istemas el 
regiones. En el interior de cada regién la cinética viene 
determinada por un campo de fTiujo regular, pero en las fronteras 
que separan una región de otra ("fronteras de rompimiento") ¡as 
componentes escalares de esos campos sufren discontinuidades de 


Ss c 
primera especie. 


En las teorias de dos factores de la excitación la regi iónY< es 
una regién-en la que la cinética viene determinada por un sistema 
lineai con un ínico punto de equilibrio ae es el punto de 
reposo ( e Un) cuando la corriente enlicada es nula. La barrera 
de excitación Vez ez una frontera de 


5 1 n 
ES hemos discutida en esta mis 
E = 


CAT 


Y ea o ga 


” 


teoría “generalizada de dos factores de Fitzhugh-Young para una 


«membrana uniformemente polarizada, empleando un. procedimiento 
“como el que acabamos de resumir. Tambien se pueden utilizar los 
“sistemas rompientes. para formular una versión con cinetica 


linealizada y frontera de rompimiento de la teoría de “la 
activación de las corrientes despolarizantes que en su 
formulación original involucraba un punto umbral hiperbúlico. 


Es posible, Tinalmente, combinar ambas aproximaciones en un 
modelo de sistema rompiente con cinética linalizada para tener en 
cuenta Simultaneamente los procesos de activación y recuperación 
en la membrana uniformemente polarizada, según se verá 
en el próximo capitulo. 


El procedimiento de los sistemas rompientes se puede extender al 
caso en el que las membranas excitables son polarizadas en  Torma 
espacialmente no .uniforme, lo cuai nos permitirá Obtener 
expresiones analíticas para las funcionales de excitación 


correspondientes a diferentes sistemas electrodo-tejidos-zona 


blanco en jos que el electrodo estimulador es extracelular .- 


De todos modos, los modelos no lineales de la membrana 
uniformemente polarizada, Como los que nemos discutido en este 
capitulo, constituyen la base para todas las construcciones 
ulteriores y el marco apropiado para conecter las propiedades de 
excitabilidad de la membrana.con la biofísica de los Canales 
iónicos. 
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CAPITULO XII — HODELOS DE LAS 
CURVAS INTENSIDAD DURACION PARA 
LA MEMBRANA EXCITABLE 
UNTEORHEMENTE POLARIZADA 
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(A) Eundamentación de la versión de Hi las de la teoría | Ñ 


clásica de dos factores, para la excitación de una asmbrana as. 
uniformemente polarizada 0 


Como un primer sienplo del método de los cietedas rompientes, que. 


propongo en esta memoria como herramienta analítica para el. 


estudio de los problemas del umbral, voy a considerar la 
fundamentación de la teoría generalizada de dos factores V y UY” 
(potencial local y umbral local). Dicha teoría fue revisada en la 
sección (C) del capítulo Il y uti”. lizada en la sección (F) de ese 


mismo capítulo como punto - de partida para introducir la 
funcional de excitación. 


En la versión de Fitzhugh (1966), los factores VyU evolucionan. 
regidos por las ecuaciones:: 


DA V- VI Aa O- UR) 4 LE Eo] 
EAS Va) + Rea(UZUR) 114] 


DS 


siempre y cuando rr mantenga inferior aU. 


Pero en el instante en el que Y =U'se alcanza el umbral y se 
supone que se produce la excitación. La corriente aplicada actúa 
directamente sobre "Y solamente (en la versión de Young puede 
actuar tambien sobre UY) y los coeficientes cinéticos se supone 
verifican las relaciones siguientes 


RaA<O ) Ra < 0, har >0) kasa < O 


Para el caso de la membrana uniformemente polarizada, la matriz 
de coeficientes cingéticos posee valores propios complejo- 
conjugados con parte real negativa. Aquí Va y Up son los valores de 
reposo de Y y U respectivamente.- 


a 


- Como consecuencia, debemos hacer lo siguiente: 


129) Interpretar el significado del potencial local Y y del 
umbral local Y , así como de los parámetros cinéticos al Y b en 
términos de variables de estado Y parámetros cinéticos' de - la 
membrana excitable. 

22) Fundamentar las ecuaciones de evolución [la] , [1bJl. 

30) Fundamentar la condición de excitación V = Y . 


Toda esto deberá hacerse sobre la base de los modelos na lineales 
de membrana revisados y discutidos en el capítulo 11, en forma 
compatible con la biofísica de los canales iónicos.- 


Puesto que tenemos solamente dos variables Y y Y « Comenzaremos 
recurriendo a un modelo reducido con dos variables de estado. 
Como la variable se relaciona con el proceso de acomodación de 
la membrana (2) y este último depende de la evolución de las 
variables de recuperación, es natural Partir de la clase de 


modelos en las variables Vm y 8 cuya cinética viene dada por las 


ecuaciones [al y [Tb] de la sección (D) del capítulo Il: 
A TE IA ap E) [221 
Cds - + CV, S) [2%] 
donde, por definición A O Rea => Vo), Va, 3) 


ACUM SV hal Va)- S.A (Y) ¡HaWa)a Sala) ) AN 
TsCVn) 


do be Do 4 (2) (Ver ICO)) 


dE E Us) 


Consideremos ahora el conjunto de. decaimiento correspondiente 


El punto de reposo (Vas Sr )se encuentra allí y hacia él' se 
relajan, más o menos directamente, todas las órbitas cuyo inicio 


se encuentra en el mencionada conjunto de decaimiento, el cual, : 
es, además, UN conjunto invariante respecto del flujo (una vez. 
que una órbita entra en él, no lo abandona más). Entonces. es. - 
posible aproximar la evolución de las variables de estado Vm y Sii. 


en el conjunto de decaimiento por las ecuaciones obtenidas 
linealizando t2a1_ « [2b] en torno al punto de reposo: 


KEA 


AF." 


pe 
cada caso concreto de los comprendidos en esta clase de modelos." 


AS 24 Cv, os _Va) 240, ES sg 


a: A nata el ER correspondiente. En la 


parte (D) del capítulo 11 mencionamos que cuanto mayores son las 


escalas de tiempo locales T¿(Vm)de la variable de recuperación S 
respecto de las escalas de tiempo locales del potencial 
transmembrana Vm « tanto más adecuada resulta la idealización 
del conjunto umbral por medio de una curva umbral y tanto más 


próxima se dispone esta frontera (entre el conjunto de 
decaimiento y el conjunto amplificador) de la rama intermedia de 
la curva - que representa a lá ecuación JT(Vu s) =O en el plano 
de estados. / 


Cuando la densidad de corriente LAR? se¿anula, los tiempos 
locales de evolución de Vu « dado por 4 « y de Sy, dado por 

Á Es 
7 Ma)= / (32 « se hallan por lo general en una relación de 1 a 10 
o más. Esto se desprende de los resultados de' la simulación 
digital de la dinámica en el plano de estados, sobre la base de 
versiones concretas de las ecuaciones [2al, [2b], como las 
ecuaciones de BEonhoeffer-van der Fol  (Fitzhugh, 1969) o la 
reducción debida a Krinsky e Ivanitsky  (Volkenstein, 1983, pp 
374-373) de las ecuaciones de H-H- 


Pero cuando J fl no es nula y toma valores lo suficientemente 
grandes, la variable Va puede variar mucho más rápido aún, mucho 
más rápido incluso que cualquier variable de activación. 


En efecto, en ese caso el tiempo de relajación local de Vi a 
cuando es arrastrada por mer densidad, de corriente externa 
«aplicada, puede estimarse por | (4/12 Vm De Su 1Vnl de modo que, 
17 | JSP lap | 

aumentando ES ese. tiempo eE an o rerpia hacerse tan pequeño 
como se quiera. (Naturalmente que en esas condiciones la 
hipótesis de cuasiequilibrio F= FJ (Vu? para la variable de 
activación na se cumple)l.- 


Sólo cuando el estado (Vm, S se aproxima a un punto situado 
sabre la curva T(Vm, 3) =0, el tiempo local de relajación del 
patencial reanenenbesas aumenta haciéndose del orden del tiempo 
local de relajación de S a dd 


Teniendo en cuenta estas observaciones, el problema puede 
replantearse como una de perturbaciones singulares. Definamos una 
escala de tiemptr Tsg representativa de la evolución de la 
variable 3 y una escala de tiempa Tm representativa de la 
evclución de Vu - TS es posible, introduciendo la nueva 
variable enrerad Es Emo s reescribir las ecuaciones [z2al, (2b] 


ra 
- 


, vi 
cad eos 


nr 


3 


de TO SA 


[421 
At, En : 
PTA: 0 Ea 70 E [4 b] 


dE To (Vm) e Y S 
donde ze es del orden de la unidad, mientras que Es es un 
T (Vm) j : Eso 
parámetro pequeños . 
' bt 
Introduciendo ahora la variable = 5 se obtiene: 
e 
Va = - Th 7 (a 5) + To pp 14) | És] 
dE, Cm , Cu : 
AS = € [Eo (Eva) - 59] Esh1 
AE; “¿CU ) | 
siendo nuevamente € = = el mismo parámetro pequeñalietánido 
] £So : 
previamente. (La introducción de las escalas de tiempo 
conducentes a las nuevas variables temporales Et: y £E¿ constituye y 


la primera etapa de un análisis por el método de perturbaciones : 
singulares. Ver por ejemplo, Lin y Segel, 1976, caps 9 y 10. En Gs 
lo que sigue no intentaremos construir soluciones mediante 
perturbaciones singulares, lo cual es perfectamente posible en 
forma de sucesivas aproximaciones, sino que dirigimos nuestra 
; atención hacia obtener resultados sobre el conjunto umbral). De 

ahora en más supondremos que Jap(t) =0. 


X El problema del umibral puede estudiarse aplicando un teorema 

XX debido a Tihonov(Tihonoy, Vasileva y Volosov, en Roubine (ed) 
1970, cap 4) que describe el comportamiento de las soluciones del 
sistema [4al, [4b] cuando E es pequeño y en el límite, tiende 
a cero. 


Para ello se precisa introducir la ecuación adjunta yn 
i de TOS) LU 
Ah: Cm / 
«Siendo So un valor fijo de S. Esta ecuación es equivalente a 
l la ecuación 11 (D)EO . e para 
NN Je nula, con la escala de tiempo interna L, en lugar del tiempo 
O original t. 
(4) 


Hemos visto que en el intervalo cerrado [Sa,Sb] la ecuación 
Pour 
T(Vm,S)=0 


posee tres raices que hemos representado previamente (parte  (D) 
del capitulo 11) por media de las funciones “Va = Ve(Ss), 


Va= Vis) y Vu= V, (8). 


Consideradas como puntos de equilibrio de la ecuación adjunta [6] 
(les decir, congelando S) resulta que Ve (3) Y “Ve (5) son 
aSintóticamente estables en el sentido de Liapunov, mientras que 
“Vy (5) es inestable. Todo esto para cada S fijo. Más aún, si 

Mia 10) <V,¿(S) entonces lim Vm It) = Vr(5), mientras que siVu/0)> Vo (S) 
entonces ¿slim Va HE) += Ve (8) (Aqui Vx (+1) es la solución de 
[61 que verifica la condición inicial Vy = "Vm(0) ). 
Las funciones NACÍ Y Vo (S) se denomiman raices estables de la 
ecuación J(Vm,S) = 0 considerada ahora como límite de la 
ecuación [43] cuándo se hace tender £. a Cera. 
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0 
TT 
pu 


Los conjuntas Vu Ys), S E[Sa,Stkl y IMPARES . SECS 


A en La seceron CD) del 
- le ¡tuto IT) 3 


3 V¿g(S) respectivamente. 


E ron 
sue E 


de influencia y 


se denominan conjuntos clas raíces 


En ese Casos , se puede hallar un instante T tal que si el estado 


inicial(Va0)¡Sf)lse encuentra en el dominio de- influencia de la raíz 


estable Vy = “Vg(S) ( 6 puede ser Ro E) la correspondiente: 
solución Ya = Vu CéojE) ; S=S(to¡£) del sistema [4a] ,  [4b1. 


verifica eS (to; £128 (tb) - para :D < to < T (727 
eto A Prz 1] 
ta Vá (Eo; €1= Ve¿CS [to)) para O< to <T E? 2] 
eto: 


Aquí s (to) es la solución de la ecuación diferencial "externa" 


PE sio (e (5)/5) [87 para la condición inicial S (0) =So. 
ol to | 


El paso .al límite en t7b3 no es uniforme. puesto que 


generalmente Vi /0 ) + Ve (sto)). 


Entonces, durante un corto intervalo de tiempo inicial (corto 
respecto de la unidad en la escala externa Lo) la solución Va [t,;£) 
evoluciona próxima a la solución de la ecuación adjunta [4] para 
So igual al valor inicial de Si to¡€). Luego se separa: de la 
solución de la ecuación adjunta y se aproxima a V¿(5S [to)) 


La función Vm=Vy(S) separa los dominios de influencia de las 
raices estables y constituye, en forma tanto más aproximada 


cuanta menor sea £ , una curva umbral para el sistema original 
[2a1, [2b] 


Un análisis de la evolución ulterior del sistema muestra que, con 


excepción del punto (Vr, Sk )s los demás puntos de la curva Vy=V2¿(0) 


no son puntos de equilibrio del sistema [Za], (261 y que ninguno 
de los puntos de la curva Va =V2(S) es punto de equilibrio para 
dicho sistema. Puesto que el estado (Vu, S recorre las órbitas 


en las proximidades de la curva Vq=We(S) en dirección al punto (Vb, SO 


en el que dicha curva se une con la curva umbral, las órbitas que 
al principio evolucionan en el dominio de influencia de Vm=VE(S) 
terminan por entrar en el dominio de influencia de Vu =VR(S) . 
aproximándose al único estado de equilibrio (Ve R)I- 
am e : 
Derominemos ahora Ur al valor que la función Vy=Vy ($) asigna a S= 
Segy más en general Ur a Vy¿(S). Entonces, empleando el 
desarrollo de Taylor hasta el primer orden en torno a s=S¿resulta 
U-UR = AVel SIRIOS — SRO $0C0S-£g) 
AS 


Desprecianda el resto, poniendo S-Sr en función deU- UR y 
sustituyendo en las ecuaciones linealizadas [Za], [(3b] resulta: 
z s aa na an No 
dVmz 4 IICVE, Sr Va — Va) 42 (Ve fe) ll 
At 7 cm ar, cas 


AV _ AY A SR) 24 (Va 


Igualando Y = Va Y definiendo los coeficientes E 


SAN a 40) 1 
Aaa sy sl Ri Se) [4037 Ar PO Yvlle) OS R; R) L ¿ 
Roa e IV(Sg) E 


S My Sn Á 


Mon el proprio ole efectuar Vea bio ode ya ria Hte ole e a U,) 


ME TAS NETAS — _— _ __ _____ A: 


Ea ns CARR 


UU, Tap + 
AV) 0) ) 7] 


, ÁS 
dn_ A GIVA-VE) 2 AMS) ¿ 
ES a Eo] 


E X . 
ACV Ae) [10] Rar = 244,12) [10d] ) ¡58 HE [441 
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donde A es el átes de nelbrára uniformemente polarizada por, 74 


corriente externa global T (4H), se obtienen las ecuaciones ' [181 ESA 
del modelo de Fitzhugh-Young - 


si la curva umbral se. aproxima por la recta Y- ¿rana 


que la condición que determina' la condición de estado. umbral Vx= 
Vy(S) queda sustituida ahora por la condición “Y” = Y” (puesto 
que identificamos V con Vm ue es la condición que define la 
barrera de excitación en la teoría de dos factores. Finalmente, 
es necesario completar la curva que delimita al conjunto de 
decaimiento del lado de la hiperpolarización anódica, para que el 


modelo resultante sea capaz de predecir la excitación anódica de 
apertura. 


Esto se puede hacer de la misma forma como lo hizo Fitzhugh 
(1969) para la teoría de dos factores: Construyendo la órbita 
tangente a la rectaV=Uén el plano (V¡U Y. Los puntos situados 
por encima y ala derecha. de dicha drbita y por debajo de la 
recta Vo =U0 pertenecen al conjunto de decaimiento. Los puntos 
situados por debajo y a la izquierda de esa órbita pertenecen al 
conjunto amplificador (pues terminan por cruzar la recthV =Ulo 
cual conduce en este modelo a la aparición de un potencial de 
acción, que no se describe) (fig 1). -< 
Con esto, hemos terminado la fundamentación de la teoría de dos 
factores mediante el método de los sistemas rompientes. Pudimos 
identificar, para una: membrana uniformemente polarizada, el 
potencial local Y con el potencial transmembrana Vw - 


Pudimos relacionar el umbral local ÚU con la variable de 
recuperación S a traves de la función U7" = Voy(S), aproximándola 
luego mediante una linealización en tormo a S= Sr - 


Obtuvimos las ecuaciones [la], C[1b] de la teoría generalizada de 
dos factores, para el caso de una membrana uniformemente 
polarizada, linealizando las ecuaciones de evolución [2a] ,[2b1 en 
el conjunto de decaimiento correspondiente, en torno al estado de 
reposo (Vr, Sr) de dicha membrana. Fundamentamos la barrera de 
excitación Vel de la teoria generalizada de dos factores 
mediante un desarrollo basado en la teoría de perturbaciones 
singulares y obtuvimos expresiones que relacionan los parámetros 
cinéticos Ri de la teoría de dos factores para una membrana 
uniformemente” polarizada con las variaciones en la corriente 
iónica total transmembrana y con las variaciones en la cinética 
de la variable de recuperación (ecuaciones [10] ). 


En la expresión de la corriente iónica total las variables de 
activación se consideran en permamente equilibrio con el 
potencial transmembraná de modo que todos los fenómenos 


asociados con la relajación de las variables de activación quedan 
fuera del alcance de este modelo. 


Fuesto que al aumentar “Va la densidad de corriente iónica 
tranemembr ana aumenta, Rara debe ser negativo. Puesto que al 
aumentar 3, Vy(8) Jaments y la densidad de corriente jónmica 
transmembrana en torno al punto de reposo tiende a aumentar, Raz 
resulta tambien. . negativo. (Al aumentar S se Cierran canales 
despolarizantes y <se abren canales hiperpolarizanmtes: esto 
aumenta la densidad de corriente transmembrana para Vy =Vz? 


0] 
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Teniendo “nuevamente. 0 cuenta que is 
' observando que se versrica: 24 EVar, Se e). 4%» sn Y teniendo. en 
M 


cuenta que Lo) también es positivas lo es que Az Va e mE 

resulta que Bas debe ser: eS UÍÍVE: E 5 a : 

€Nota:; 24, $r)= q 43 -Sq dí (Ya). ¡pero Se Aa (Vi 
Vu 


Los signos que esta dindimentación de la, teoría de los dos 
factores predice para los coeficientes cinético concverden[con lo 
que se observa al ajustar dichos coeficientes, Considerados como 
parámetros, a los resultados experimentales (curvas intensidad- 
duración para membranas uniformemente polarizadas) cuando ésto es 
posible, y en todo caso concuerdan con los signos que se asumen 
al formular dicha teoría sobre bases fenomenológicas. 


E ÓN 

o) A ha (VR) AMICS A 

ton 3300 S 2 Ja0T pa 4 ] SN 
entonces Vu R¡Se A/A ee a ) ad 
Finalmente, 24 (Vr, Sr) an ha Mede- de modo que Aga=- Ll A ua 4 
| => E da E 

es negativo. E | 


Como consecuencia adicional de esta fundamentación, podremos 
expresar la función de Green y la carga umbral límite de la 
funcional de excitación para una membrana uniformemente 
polarizada, utilizando las fórmulas F [4] Y [143 del primer 
capitulo y las fórmulas [10] y E11] así como la expresión Ur=ViolSg ) 
quedando dicha función de Green y la carga umbral límite en 
función de los parámetros del modelo no lineal reducido. 


Nota sobre el coeficiente cinético Las : 
De la fórmula € [7] del capítulo 11 se desprende que L=3 (Fr ¿VR Se) 
Rao IVH 
para el moditdla con tres variables de estado. 
Teniendo en cuenta que, por definición, T (Vw Sl ICE,Ma), Va S) resulta 
de 3 (Va, Sd 2 ICF), Va, 5) FRY) y DICFA CV), Vm, 5) 
Vi oF AV MEA 


Fuesto que Tuao=Rno Cm es la constante lineal de membrana y Fr = 


Fo(Ve) :» de estos resultados y de la fórmula [i0al 
desprende: 


DICFA Va ¡Sd )/ 22CFR,Va,Se ) 
huso LC +43 SCT Ve O O) Ma Sed) Ea] 


Mientras que Ra se interpreta, a traves de la fórmula Ex2J . 
directamente coma (en valor absoluto) el inverso del tiempo de 
relajación de la variable de recuperación en el estado de reposo, 
la interpretación de Ra4 es más compleja, puesto que no se reduce 
ten valor absoluto) a la inversa de la constante de tiempo de la 
membrana en torno al estada de reposo. 


ICRA VA Se AER) 
l "a, 


se 


El termina 2F se puede interpretar como sigue. 


Cuando F se modifica mientras que Vhm y S permanecen constantes, 
la única componente de la densidad de corriente iónica total que 
varía es la componente ascciaáda a los Canales despolarizantes, 
que se abren cuando F aumenta. Supongamos que esa densidad de 
corriente parcial viene dada por: Je(F, Vm, Y) dr, S)CVm — VE ) 


donde Ve es su potencial de inversión y es su  conductancia 
cuerda. E 


A 


En ia eds 273CF, Ya, S)= Bet Va AN 1 - - 993 FCF, S) Ada ; 


Como consecuencia tendremos: añ (V. 
3ICASORO, Va Meli Ap yoo. Va), 5). 410, Ve): m0 


e pues, cuando pd Foo Y. una variación en e cia “una . 
variación en F. Esta variación en F modificará la conductancia. 
cuerda. correspondiente a los canales despolarizantes. lo cual, a 
igualdad de diferencia ¿de potencial impulsor (Vm —Ve )a 
modificará la densidad de' corriente iómica asociada con la RED 
variable de activación. Como: las demás componentes de la densidad: 
de corriente transmembraná permanecerán constantes, esta última 
se modificará de acuerdo con. la fórmula [14] PS 


Partiendo del estado de reposo (Fr, VR. y suponiendo que la 
variable de activación permanece en ei con el potencial 


transmembrana se obtiene: DICE Va, Sal (Va)= e lv, AV Ve) a 
cn VE EV A o css 3 
omo S mientras que E E. son 
positivas, el término que en-.la fórmula [13] pacta E con 


la variación en el número de canales despolarizantes abiertos es 
negativo, por lo cual [Ral debe ser siempre inferior a Alo A 


ASMA se Poo 


Efecto del tiempo “de' "Setivación de. 
“sobre. las variables: Jocales del 
Fishman. 


Am o 


“conductancia del 
del: umbral: - el modelo de 


DAA 


En las secciones (D) y (E) del capítulo 11 hemos visto que si la 
duración de los pulsos estimuladores es comparable o mucho menor 
que la duración del proceso de activación de las conductancias' 
asociadas a las corrientes. despolarizantes, es imprescindible 
tener en- cuenta el retardo en la apertura de los correspondientes 


camales iónicos para comprender - los fenómenos relacionados con el 
umbral. - . 


Para el caso de la activación de la conductancia del sodio en la 
membrana del axón uniformemente- polarizada, S. Fishman construyó 
en 1973 un modelo semiempírico que tiene en cuenta ese retardo y 
permite hallar expresiones analíticas para la respuesta local, 
para el potencial de acción. de membrana y para la curva 
intensidad duración obtenida aplicando y rectangulares de 
corriente controlada. (Ver Volkenstein, 1983, vol 1. pp 187-196). 


Ese autor supone que, mientras que la conductancia del sodio 
permanece inactivas, el e ls ar lo evoluciona regido 


por una ecuación del tipo 4AVm =-4 CV Ves £ Japlt) [4] 
At E P 
a donde, como sabemos,  Timp= Rm Cm «Siendo Rola: resistencia 
Lian de la membrana en reposo, y Cm ta copacadad por «ada de Zrea de 
membran?do 


A En lo que sique me voy a limitar a revisar la deducción de la 
curva intensidad-duración para pulsos de corriente controlada, 
dejando de lada los demás aspectos del modelo. 


En consecuencia, supongamos un pulso rectangular de corriente de 
amplitud To y duración tp» tal que cuando dicho pulso acaba la 
conductancia del sodio todavia no ha sido activada. Fishman asume 
que este proceso de activación comienza cuando el voltaje 
transmembrana alcanza un cierto valor umbral Vu y dura un lapso 
At que se considera como un parámetro dado. 


Si durante el tiempo de aplicación del pulso (catódico) VYm 
00) alcanza el umbral, el proceso de activación na se produce y la 
excitación fracasa. Si para un cierto instante Tac comprendido 
entre 0 y tp ¿se verifica Vin /tiede Vi el proceso de activación 
se pone en marcha. Lo que ocurra posteriormente va a depender de 


- si VuTti +4) es menor o mayor que Vx . SiVa/t¿+Atjes 
] menor que Vx la excitación fracasará nuevamente. Pero si 

ES mayor que A se supone que se generará un potencial de 
- acción. 


La figura 2 muestra la evolución del potencial transmembrana, a 


partir de su valor de reposo, para un pulso catódico justo- 
umbral. 


Fara t comprendido entre OQ Y tp s integrando [1] para Joplkl= La 
se Obtiene: Tf, 

Va tt1- Vr = RuoTu (1 - e “mo) E9 
En un cierto instanto intermedio T=tac. se verifica: 


Vu -— Vr «= Brida LAS E” E Toa) ESI 


Luego, para t O a a se tiene: _ltotr) 


Vale] Ve = Rut, (4 € PH %o) e o [4] 


0 


acLa:- condición. TE que. un pulso de gquracion: Tpposea: unas x ¿AMplitua .. 
E “justo ¡umbral Jy:(tp)es” que” mltac cios ER Tu. 10. cual;”. sustituido. 
en la fórmula [4] da: e cade == 


Ma - Vr= Rate Ip CA —€ 2 e Tm E5] 


Despejando e Trode (31 Ñ y di PUE en £3l, después de ES 
algunos reordenamientos. se Obtiene la siguiente expresión ; . 
analítica para la curva. intensidad «duración para una membrana 


uniformemente despolarizada! Jy de 28 dE et+/7mo E£7 a 
E Ín Y [e 7p/Zm _ 4) pa 
SS Tg)= Vu 


ES donde Va 17] es la renbase de corriente. 
MO : 


$ Si el retardo At es despreciable respecto de la constante de 
. tiempo Th de la membranas la fórmula [6] se reduce a la 
A siguiente versión de la. fórmula de Lapicque-Hill para una 


membrana uniformemente despolarizada: Yu Ib) _ A [87 
—AH FE TL ¿Po 
TT 
. en la que la constante Es ahora coincide con Zm y la  reobase 
Z viene dada tambien por la fórmula [7]. La carga umbral límite 


por unidad de área de membrana duo puede hallarse a o de 
la fórmula [61]: 


Za 
E RS 
j ER tp YO 
il A partir de la fórmula [8] se obtiene Cuyo =Cu (y - Ve) de modo que 
ne el efecto del retardo o raduce en un aumento de la carga umbral 
límite en un factor ON 


Como la reobase permanece incambiada, se tiene para la constante 
de tiempo Es de la membrana afectada por el retardo 


ar 
Es= Lys Ty le mo [Ata 
JTRL 


mientras que «a partir de la fórmula [8] tenemos: És = Tm. El 
retardo aumenta la constante de tiempo És por un factor e lao. 


o En cuanto al parámetro O. viene dado por Atlzao 
] 7 Jeltr)_ A + Ce /Tmo) E e 
Te! e 
Haciendo AT=0O en 11] se obtiene O” = sas x= 1,582 que 
Ñ corresponde a la fármula de Lapicgue-Hill. 
Para el axón gigante de calamar, asumiendo que “Tm = 0.7 mseg 
Si y estimando que A está comprendido entre 0.3 y 0.4 mseg la 


_ fármula [11] predice que el parámetro 0". debe estar comprendido 

entre 1,36 y 1,42. El valor experimental obtenida por Guttmann y 
Bornhill estimulando una membrana en esas condiciones es de Xx 
aproximadamente 1,.¿38 (Volkenstein, 1983, vol 1, p 195). 


Las parámetros. que caracterizan lo que hemos denominado 
excitabilidad local de la membrana son la densidad de carga 
umbral límite (Wy,o,la reobase Y/Rbde la densidad de corriente 
externa aplicada y el parámetro O. (0, si se quiere, Ter, Es y sr) 
ES El modelo de Fisbman suministra expresiones analíticas para cada 
; una de esos parámetros en función de las propiedades eléctricas 
de la membrana, de un umbral de voltaje y de un tiempo fijo de 
retardo introducido ad-hoc. Cuanda este último tiempo es 


A. A A 


A 


despreciable, el Acdels suministra una deducción dé la fórmula: 
Lapicque-Hill para una membrana uniformemente despolarizada.- Esta 


fórmula puede obtenerse a su vez en forma directa partiendo de la” 


ecuación [11 y suponiendo, que la excitación se produce la 

primera vez que el potencial. transmembrana alcanza un “valor: 
umbral. Pero si en la teoría de un factor de Blair (ver fórmula - 
(33 de la sección -(C) del "capítulo 1) se identifica el 
potencial local Y” con el potencial transmembrana "Vm y, la 


constante de tiempo A con la constante lineal de membrana Zx y el 
factor b con A/enm A ¿« donde A es el área de la membrana que: Es 


uniformemente polarizadas la ecuación de evolución «para. el 
potencial local se reduce a la ecuación [1] (lo cual, tal como 


se muestra más abajo no es más que un caso particular . de .la 


fundamentación de la teoría de dos factores, sí se supone que el 
umbral no varía, ya efectuada en la sección (F) precedente) .' 
Entonces, desde el punto de vista de la relación intensidad- 
duración, el modelo de Fishman puede considerarse como' una 
ampliación del modelo clásico de Blair para tener en cuenta el 
retardo en la activación de la corriente de sodio en una membrana 
uniformemente polarizada. Ambos modelos utilizan una única 


variable de estado Y = mpero difieren significativamente en la 
condición de umbral que postulan. 


El modelo de Blair se puede interpretar a partir del modelo no 
lineal de membrana con la variable de activación relajada al 
equilibrio con el valor del potencial transmembrana y con la 
variable de recuperación congelada en su valor de reposo, que 
discutimos en la sección (D) del capítulo 11 y en la sección (A) 
de este capítulo. Para este modelo no linea1%%1 conjunto de 
decaimienta viene dado por la semirrecta Vm < Vi y el conjunto 
umbral posee un_único punto "Vy=Viy - Linealizando el modelo en 
torno a Vm = VR 

admitiendo esa cinética lineal como aproximación a la cinética de 
la membrana en el conjunto de decaimiento y manteniendo la 
condición umbral "Vm = "Yu se obtiene efectivamente una 
fundameniación de la teoría de Blair para la membrana 


uniformemente polarizada, basada en el método de los sistemas 
rompientes. 


El modelo de Fishman no admite una interpretación mediante 
sistemas rompientes en una dimensión,puesto que el retardo hace 
que la variable de estado deba superar siempre el umbral Va como 
condición necesaria ( pero no suficiente) para que se produzca la 
excitación. Cuánto deba superar el voltaje transmembrana al valor 


umbral para que la excitación sea posible depende de la historia 
de corriente aplicada. 


For  Gtra parte, pese al éxito ya señalado en la predicción del 
valor del parámetro O”, el postular un tiempo de retardo fijo a 
partir del instante en el que Vy alcanza por vez primera un valor 
umbral es una simplificación muy drástica cuya validez debe ser 
analizada en el marco de un modela que involucre al menos una 
variable de activación como nueva variable de estado, además del 
potencial transmembrana. 


En el casa de una fibra excitable, polarizada mediante un 
electroda externo en forme espacialmente no uniforme, los 
distintos puntos alcanzarán el umbral en instantes diferentes Y 
la activación se completaría tambien en instantes diferentes, de 
mantenerse las suposiciones del modela de Fishman. 


leon una sota Varia bfo de estado ) 


10 


LENA NÓ BA) SMA cta 


dr 


i 


E j 


=S 


! 


ES O A e? A A A 
dl ¿ y ; j H ; i A 


j 
< 


(C) Efecto del 
sodio sobre sobre los a EAnEtrES de la excitabilidad local: * 
construcción de- un modelo con distribución continua de 


tiempos de retardo empleando la hipótesis. de Knight sobre 


AAA AAA A 


Pese a que la fórmula B” [6] para la excitabilidad local de la 
membrana del nervio se ajusta bastante bien a los datos 
experimentales en los casos en que. ha sido probadas, las 
suposiciones sobre el procesa de activación de la membrana que 
permiten deducirla no se desprenden directamente de los hechos 
conocidos sobre la activación de la conductancia del sodio. 


En un trabajo sobre la sumación temporal de estímulos en forma de 
corrientes alternas de pequeña amplitud y baja frecuencia, 
aplicados a una misma neurona: BR. Knight (ver Holden, 1976, pp 
58-39) efectuó una reducción de las ecuaciones de Hodgkin y 
Huxley para una membrana uniformemente despolarizada sobre la 
base de tres hipótesis, a saber: . 

10) Es posible definir un valor crítico de la variable m de 
activación de la conductancia del sodio tal que una vez alcanzado 
la corriente de sodio domina el proceso de polarización de la 
membrana y se produce el potencial de acción. 
20) Es posible linealizar la ecuación cinética para la variable m 
de activación de la conductancia del sodio siempre que m se 
mantenga inferior a (Miptvalor crítico de m). 

2) Es posible vincular el potencial  transmembrana con la 
densidad de corriente aplicada mediante la relación  Ccuasi- 
estacionaria Va =VL+ 4 dp li» siempre que m se mantenga inferior a (Mg. 


A partir de estas hipótesis Knight obtuvo para la variable m la 
expresión analitica del modelo de neurona como integrador con 
perdidas  ("leaky integrator model") 5 pero con una constante de 
tiempo To propia de la cinética de la variable de activación en 
lugar de la constante lineal de membrana Tio que aparece en otras 
versiones del modelo de integrador .- 


La idea de que m evoluciona hasta alcanzar un valor critico m2 
para el que se activan las corrientes de sodio en un grado tal 
que se produce la excitación, es interesante y puede ser 
utilizada en la construcción de un modelo matemático simple del 
efecta del retardo sobre la excitatilidad local de la membrana. 


Este enfoque permite sustituir las hipótesis sobre el proceso de 
activación. según las cuales este comienza justo cuando Vi 
alcanza un valor umbral y a partir ese instante dura siempre un 
tiempo A « por hipótesis . . (que pueden ser mejor 
fundamentadas en las propiedades de la membrana. 


Consideremos entonces una membrana uniformemente polarizada cuyo 
estado se determina mediante el voltaje transmembrana y la 


Variable de activación de la conmductancia del sodio mn. 
Supondremos, al igual que Enight, que cuando m alcanza un valor 
crítico My se produce _ la excitación. Pero, para m inferior a 


(AL supondremos que mM evoluciona regido por la ecuación E [1]. 


Loa NE 2 7 
A = En 2) ve Jap (£) [4] 


en vez de la relación cuasiestacionaria introducida por Enight. 


Fara m inferior a (Mo supondremos, al igual que Knight, que la 


>. E 
8 
A 
ai 
E 
E 
E 
NE 


8 lineal “de m se puede aproximar . por una cinética 
lineal con un tiempo de relajación representativo “To ] y con 
una linealización de la función mn (Vu) de la forma 
me Cm] Mg MoaClVa > Vr): 
En ese caso ga = AS LVu -Va) - Comm] E2], siendo Va y 
AR los valores Ó las variables de estado en el estado de 
reposo. 


- 


integrando la ecuación [11 para Vu Y sustituyéndola en la 
ecuación [2] se obtiene, para -Vy(P)= VA .: a te-t0) 


Walt) Vez E 18 To Za, tdt [3] 
Sustituyendo [3] en [2] se obtiene. q la vel cidad de 
variación de m una expresión que depende de los valores de yA (+) 
desde el inicio del pulso hasta el instante presente: 


E 4) 
elon — 5 Er|: ho cp [41 
o 


(E 
E 
E 
ñ 
e 
Y 


q. Eo PRE ed AS 
a mb ma e (E (J: E oe y 10) et [57 


Introduciendo el simbolo X para representar el producto de 
convolución, la ecuación [3] paros reescribirse asi: 


Lontlo ma) a Lt E Hoja (1 tmp Zip le)) 161 


Puesto que el a: de convolución es asociativo, [6] puede 


! A o ANOS lp] 17 


a E 
- donde, pos definición (Gmlt))= _mm Cf e bo 4 € Pros 
| did L8] 
Z Ñ Lalculandao el producto de pre se obtiene: 
ú 4 e e ble == Elda y HEó, Se: Las E EFE] 
a e e e A ) ¿ 
¡5 7aj no tz O A a 


En lo que sigue o e el casa as para el cual ZAR 
Entonces tendremos, finalmente: + 


mitl=mr= f Gmlt- ld) (4')df'  [410B] 
. La función Ga (4 ] 10 ¿ao ES E )/- Pc Hof] 


Trop Cm To 
se comporta coma sugiere la fiqura 3. Se ia para t = O, 
crece hasta un valor máximo que se alcanza en un instante t = t 
Y luego disminuye progresivamente hacia Cero, a 


el positiva. El instante Ty viene dado por ky= ON [41] cuando TT. 


(Cuando Tos Zmpse tiene que Cie Lo) 

Como hemos supuesto que la excitación se Es de m(t) 
alcanza un valor crítico (Má por primera Yez. la condición para 
que una historia de densidad de corriente eléctrica aplicada, que 
comienza en t = Q con la membrana en reposo, sea justo-umbral es: 


12 


| 


y Dor y“ 1] 1 
teloqe) ¡ : 
La relación [12] es una versión de la condición - de Sicitición 
umbral empleando la_funcional de excitación que por primera. vez; 
tiene en cuenta el efecto del retardo en el proceso de activación .- 


de las corrientes despolarizantes sobre el umbral, pero no tiene - 


en cuenta. la evolución de las variables (de recuperación (a 
diferencia de la versión introducida en el capitulo 1 de' esta 


memoria, que tiene en cuenta el proceso de acomodación de la 
membrana, pero no el de activación). . A : 


el 


Consideremos ahora un pulso estimulador tan breve e intenso que 
podemos idealizarlo mediante uña distribución S de Dirac: Jap/t)= 


Wes lt) H31, siendo Wo la carga total, por unidad de área d la 
membrana + Luministrada pan dicho buisos En ese caso 


[Gm 14-40 Tap PDA Él co Go 1) 


de modo ques teniendo en cuenta que Em(t) alcanza su máximo para 
t= ty ), de [12] y (13] obtenemos la siguiente expresión 


para la densidad de carga umbral' límite: m OA 
: ad doy men TRY 447 
Gm [tx ) 
Si introducimos la nueva función de Green Gl Snte Gr 14) [15] 


 Emilty) 


cuyo valor máximo ahora es igual a unos la condición de pulso 


umbral empleando la nopal de excitación [12] puede 
reescribirse así: 
E a 1 Gretoz, 4) dt] 2 Wo [AG 
teo, 0) 0 E 


que es la forma que adotaremos de aquí en adelante para el 
análisis de la excitabilidad local de la membrana. De paso hemos 
obtenido ya una expresión para uno de los parámetros locales del 
umbral: la densidad limite de carga umbral Ou, O. 


Sustituyendo [11] en [10] resulta, ni varias operaciones: 
_ ml (7% Lón0_ 4) 

Gu tglo En (E) ás 

Observese que en (1 aproximación lineal a rm CVm ) que estamos 


utilizando, Como - Mg)/0m! puede igualarse a Ve VR % donde Ve es 
por definición el valor del voltaje transmembrana para el que el 
valor de ra ES (Vi) de la variable de activación 
verifica Ma (Ye > (M..o sea es igual al valor crítico que 
desencadena el OOtEREiS1 de acción. Teniendo esto en cuenta 
podemos sustituir la expresión (13] para la densidad de carga 
umbral límite por la siquiente relación: ¿Cie 0 q) 


doo = cu MV (E) RE pp] 


Teniendo en cuenta nuevamente la fórmula [11] para el instante en 
el que la función de Green Gm (t) toma su valor máximo, se 


ocbtiene finalmente: - EI TZ, 
Cuyo = Cm[Ve-Ve) e “m0 [49] 
Ya 
La tTunción en para qe comprendido entre O y Tuo, crece 
monátonamente E desde 1 hasta €. Comparando con la fórmula 
BL9T] para la densidad Imbte dé carga umbral en el modela de 


Fishman, qee que ambas expresiones coinciden si hacemos Vo = Vu 


Y L= At 


cnlt) 


o 


SI 
SS A a o < 

Consideremos ahora la relación intensidad umbral versus duración ¿4% 

de los pulsos estimuladores que se.deduce de la condición de 
estimulación justo-umbral :[16] para una membrana uniformemente 
polarizada. Un pulso «rectangular de densidad de corriente de 
amplitud J¿ y duración tp, que se aplica a partir del instante t=0 
puede representarse asíz .. Xp(t)=J, (HH) -Hi4-tp)) donde H/F) es 
la función escalón de Heavéide (que vale cero si t es negativo y- 
í en caso contrario). - o 


Entonces tottl= [Ele ) Top rt Ide para un pulso” rectangular de 
corriente y efectuando el cambio de variable de integración 2= tf! 
puede reescribirse asiíz É 

tv lt)= To L G/u) 1 RIe-u) —Hif-to=u)Y da 
Como consecuencia, de [16] se desprende la siguiente expresión 
para la amplitud umbral Y, en función de la duración tp del pulso 


: (40duo 
mix LPGA Ap 01 44) 
teo +) * 0 
Pero resulta que, si t está comprendido entre O y tp. la integral 
que aparece en el denominador se reduce a f Graldu mientras que 
O 


si t es mayor que tp vale E GluJdu ] 
-É, 


Si 6 (t) es una función positiva monótona decreciente, como es el 
caso Cuando la activación de los canales iónicos despolarizantes 
se considera instantánea, la función integral es máxima para t=tp 
(fig. 4). Fero cuando G (t) crece a partir de cero, para decrecer 
luego más lentamente manteniéndose positivas. la función integral 


[cc [Htté-=x) — HIt-tp-4) 1Au 


alcanza su valor máximo para un instante t = to posterior a tp. 


Entonces el retardo en la activación de la conductancia del sodio | 
tiene como consecuencia que el estado umbral a partir del cual se | 
desencadena el potencial de acción se alcanza siempre despues que 

ha finalizado el pulso estimulador justo-umbral. 


Esta puede verse de forma muy conveniente recurriendo incluso a 
la cinetica no lineal completa: Lon A [mo (Va ps cm] 
dt Ta) 


Eomo Mo (Vm) es una función estrictamente creciente de Va. cuando Va 
crece dicha función crece y cuando "Vm decrece la mencionada 
función decrece. Durante todo el intervalo ro, + lel voltaje 
transmembrana crece y una vez finalizado el pulso rectangular de 
corriente, si no se alcanzó el estado umbral, comienza a decrecer 
(fig. 3). Lo mismo le ocurre entonces a ma (Vm)ittig- 6). 
Mientras que om (i)Jerece. m(t) crece a su vez. Comienza siempre 
com pendiente nula.'' Cuando m,(Va) alcanza su valor máximo al 
final del pulso, m(t) se encuentra por debajo de ese valor y 
durante la primera . etapa de decrecimiento de mv), 
continúa creciendo hasta alcanzar a (M,((y) (fig. 6)- 


En ese instante t= to, la función m(t) presenta un máximo (Mm [tol 
si (mito) resulta inferior a (Nc, em comenzará de ahi en más su 
relajación hacia el valor de reposa Mp; el pulso será subumbral. 
Fero si Mit, es iqual a Mel pulso de corriente aplicada será 
justo umbral y se desencadenará el potencial de acción de 
membrana 


A) Pues dd is qye Yul0)=VR y mm, Ya) = en (o) 
14 


sil úmdto)- es*supericoF 3: M¿¿ el pulso aplicado. es supraumbral' a 
potencial de acción, se “habrá producido previamente, 
instante en el que m(t) alcanzó por primera vez su valor 


a 


E 


ñ 5 

po 7 A E 
do. Cuando el pulso es justo umbral y se desencadena un potencial de E 
Ca acción, la función m(t) presenta en el instante to un punto de: - E 
+ inflexión con tangente horizontal (figs. 7(a) y 7(b)) En ese Caso ¿2 . > 
> Vu (tl presenta en el instante t = toun valor mínimo, siendo .../-. E 
entonces dYy-0 A? YVm E ; A 

dr dl y TEL positiva. Volvemos a encontrar... a 

nuevamente la condición de estado umbral a la que hicimos. z 


referencia en reiteradas ocasiones en este mismo capítulo, pero 
ahora con un elemento adicional: en el estado umbral el potencial : 
transmembramna verifica, además, la igualdad Vi (fo) = Ve , siendo Y 
el voltaje trainímembrana pára. el que o toma el valor crítico 
(CM > 


YA a A 


AS 


Mientras que los estados ES Hd E positiva caracterizan el 


porro pen inicio del potencial de a cuanto tales se pueden 
O producir debido a pulsos. supraumbrales más o menos breves, la 


condición adicional Vi = Ve£ se verifica solamente cuando el 
es pulso es justo-umbral. 


Calculemos NS el denominador de la fórmula [20]. Sabemos que 


NN es igual a 
| , a ES Ju. 
09 + 
E Pera si AU dE pasa por un máximo cuando t=to, su derivada 
. —- ti 
ES de t debe ser nula en t=to, lo cual suministra la 
Ss ecuación 6 (t,) = Gf£.- t>) Rp para determinar to. Teniendo en cuenta 
que G(t) es rte a Gm(t) y la fórmula [10] para Gm(t), 


- de [21] se cbtiene la siguiente fórmula para to OS EES de 
algunas Operaciones): CA > Úrlza ) 


1 E. E 
Lost = 21 
o PIE E EN CCA — Split) 
N E ] Calculanda la integral ida y sustituyendo t=to se obtiene 
MA AE 
, el resultado Heduerido Fero, en el contexto del modelo que 


estamos desarrollando es más simple el camino siguiente: Cuando 


Ñ t=to la variable m es igual a a Matt por un lado, y miútoma su 
valor crítico mo , por otro lado. Entonces mm o VultodYl= (ME. 
Fero, en la aproximación lineal a (Mo, EV] tenemos: 
f - 
A RS 


Aplicando la fórmula BE [4] para t=to obtenemos la relación entre 


Yu y t> siguiente: ld) 
(Me (OR Mo "Rod lt) A e € Vr) Cy 123] 


Despejando Je [£,) de [223] y sustituyenda to por su ex rai 22] 
E se obtiene: 


z Jelena) EI A) 
7 á Kain / LA is EMP Eno) a 


Ñ (MM (v Y 
Poniendo / = € R AS n/, [25] se obtiene finalmente 
a Rue 01 ! mo 


[21] 


o 


(“Men el gGve se Aer encadena 13 
E pobrencrial Ae acec oa) 


AM Se 


la expresión : “analítica” 'para la curva intensidad duras 

buscábamos: E Mo 

A Te lb) CA Po) /E e 
Jah  :(A= E Ta YA Za > 

(9) A 

Como  lím Juli) = Ri > resulta que Yab es el a 

reobásico de la amplitud des la densidad de corriente. Cuando' st X; 

tiende a cero,la expresión [26] se reduce a la de Lapicque-Hi11 


e - : ¡0nS debe ser. 


Para la constante de tiempo Ls obtenemos. a partir de la 
expresión [18] para la densidad límite de lo umbral y la 
expresión [23] para la renbasé: 


by. E TTÓS = To cy (2 [27] 


Introduciendo el tiempo tx en e que la función de Green de la ) 
funcional E excitación toma su valor máximo, resulta 


Es = Tm expL E (Tip 1281 
(Esta última relación se desprende de [19] y [231). 


Finalmente, para el parámetro O se obtiene la siguiente 
ee E expresión ía partir de la fórmula [281 pa ts ) 


A Tn 
Talitas) (A epi em 7) Aza P29] 
Yeb CA pde exp a e [Tuo ] 904 lag) 
Con estas expresiones para Ó, Jeb y Lto bien para 6, Yeby Ur] 0) 
i 


tenemos el conjunto de a que resumen la excitabilidad 
local de la membrana expresados en función de los parámetros que 
describen la cinética de la membrana incluyendo el efecto del 
retardo en la apertura de los camales iónicos despolarizantes. 


P, 
p- 
»- 
» 
a 


Consideremos ahora ese retardo. Si se lo mide a partir del 
comienza del pulso estimulador justo-umbral, coincide con el 
instante de tiempo que denominamos ES y viene dado entonces por 


y y 


la fórmula [22]. La fig. 8 muestra una gráfica de Le en función 
» de la duración tp del pulso estimulador. A partir de lím Do = t 
S el retardo crece aproximándose progresivamente a la recta Lo= tp 
- cuando la duración del pulso tiende a infinito, pero 

e : 

manteniéndose por encima de to = (como corresponde al hecho 
y que Le es siempre mayor que tp). 1 retardo es pues una función 
L creciente de la duración del pulso. 
z No obstante el efecto del retardo es más evidente para los pulsos 
IM umbral de corta duración, puesta que ÉL, está acotado inferiormente 

par Tx y Varía poco con Lp cuando tp es pequeño respecto de los 
M tiempos de relajación de las variables de estado. Este hecho 
1 


' podría justificar el introducir un retardo constante Ata te como 
se hace en el modelo de Fishman discutido previamente. 


MO Además, ten riendo en cuenta la expresión de pa en función de To y To 
que nos dá la fórmula [11] de esta sección, obtenemos una 

A interpretación de Aten función del tiempo de relajación de la 

] variable de activación y de la constante lineal de membrana. Fero 
si los pulsos umbral son de duraciones comparables o mayores que 


ls las constantes cinéticas de las variables (Mm y Vx , la hipótesis 
de un retardo constante ya no resulta aplicable. De todas formas 
Ez sabemos que Vu 15) = Y. en el momento en que se desencadena el 


16 


potencial de acción y que esto ocúrre . z Alinstante post riorea E 
final del pulso, por lo cual al llegar' ell instante Í = Lo NE 
voltaje transmembrana debe estar dende Como consecuencia, 
en un cierto instante Ey previo a Ts. de , 
debe haberse verificado Va tae Y: El Fetardo, - tal como be 
utilizado en el modelo de Fishman queda" definido entonces por la 


expresión Atr= Lto=tu [30] (tig 7(a)). > 


Cuando tp pos a ceros. tr también tiende a cero mientras que Lo 
tiende a Te de modo que lim At =* pr «Pero la expresión 

tp +0 ¿7 Ñ o . 
[30] nos da un retardo. según la definición de Fishman que vale 
para todas las duraciones! Po de 198 pulsos A 


justo-umbrales. tz 
. j io a 
De E[2] se desprende, para q= Tu: Ve Vg= -FragT (4z o) en 


Teniendo en cuenta la expresión 125] para” la reobase Fesultas i = 


lu A ES IRE) 134] 


ae done 


po 


Yu 


De la fórmula [22] para L y de. (31] se obtiene entonces la 
expresión > al retardo de Fishman: 


e (1 ¿€ WNMG) 
di + En dl The e) 1321 


Se advierte entonces que Ate depende de la amplitud y de la 
duración de los pulsos estimuladores, del tiempo característico 
de la relajación de la variable de activación y de la constante 
de membrana Zmo - 


A partir de las fórmulas E [2] y RB [4] se obtiene: lb tp) 


Vo Va =Rud, Mp) (4 Pm) y Spee Re Ta lt VA E Moo 
“/Tuo 


Ponfendo” tos tu tte y eliminando € de las dos últimas 
fórmulas se obtiene, despues de algunas operaciones, la siguiente 


fórmulas 
Es9l 


Yal Cerw 4) 


Pero si en la fórmula E [6] igualamos At a Ate resulta que la [33] 
coincide con la expresión analítica para la curva intensidad 
duración que se deduce del modelo de Fishman. A diferencia de 
este último casa en el que el retardo AL es un parámetro  ad- 
hoc« independiente de los demás parámetros del modelo, ahora en 
el marco del modelo que construímos en esta sección At es una 
función bien definida de parámetros más básicos que caracterizan 
el efecto del tiempo de activación de la conductancia del sodio 
sobre la cinética de la membrana excitable.- 


Retornando al tiempo Í, « H€en el que la variabde de activación 
alcanza por primera vez asu valor critico y se inicia el 
potencial de acción, Yemos que Lo es una medida del perícdo de 
latencia entre el comienzo del pulso estimulador y el inicio del 
patencial de acción.- 


Una definición más conveniente de latencia para un pulsa  jJusto- 
umbral es la o la a según de. fórmula [22 
viene dada por 

Lo <-tp= 


Cate te o ) C 
A Y CA — ¿Fplñe) 2 


Cr 


ye 


Harta 


- EM A . 21 
a .. AR en Edy ES 
Ena Po E A 


la duración del pulsos ese 


hasta cero para pulsos largos respecto de la constante de 
de la membrana. PP. ] . y ; 


Por lo tanto, a diferencia del modelo no. lineal del proceso" de” 
activación con punto umbral :«hiperbólico, el modelo “que: * 
construimos presenta latencia finita. a o 


Por último, a partir de los.resultados obtenidos podemos calcular 
el voltaje transmembrana al final de un pulso estimulador :justo-— 


vetonticotióai 


umbral. A -3 
En efectos de R[2] se desprende que” Ls Tele 4 
Ñ S - 7] 

Va HpY= Ve + Rusa MO) CA — + ) soe 


Sustituyendo la expresión para /x (tp) dada en la ecuación [26] 
de esta sección se obtiene, tras algunas operaciones: A/( ue 4) 


Vas lp 1= Ve 4 Lo VÍA E 78) / 0d E o Zo 135] 


es una función decreciente de tp, desde 13m Va 14) Vr 4 Mee) e As 
Ñ e d tpyO tz 

lím Vultp)= Ve ; siendo E retardo mínimo, 

tpTyo d . Y 

correspondiente a un pulso en forma de SÍ de Dirac y expresado en 

función de T£ y Tux por la ecuación [11]. 


A 


182 


A A A A 


nalra 


“En nuestro estudio del efecto del retardo en la activación de 


e ES A A AS 


entación de la variable de 


sobre el umbral 


conductancia del sodio sobre lós parámetros que caracterizan : 
excitabilidad local de la membrana, efectuado en la sección” 
precedente, utiliza, _mos para la densidad de corriente iónica. 
transmembrana la expresión Tin" Ulea) Va VR) siempre que la variable 
de activación m tomara valores inferiores a su valor crítico (Me. 
Al hacer ésto no tuvimos en cuenta el efecto directo que una” 
variación en Mm produce. sobre la densidad de corriente: E 
transmembranaz un aumento..en m, con Vx constante, aumenta la o 
conductancia del sodio. Este aumento de la conductancia del sodio  .: pa 
aumenta las corrientes despolarizantes de sodio de modo que la E 
corriente iónica transmembrana se modifica a su vez. Ahora vamos. 2 
a tener en cuenta este efecto en un "nuevo modelo matemático de la 
excitabilidad local de la membrana. - 


Hemos visto en la sección (D) del capítulo 11 que el sistema 
reducido que se obtiene del modelo H-H congelando las variables 
de recuperación h y nz corresponde a un modelo no lineal de la 
cinética de la membrana que utiliza el plano de estados (Y, mm) y 
presenta un punto de equilibrio (Y de tipo hiperbólico (punto 

de ensilladura) así como dos puntos de equilibrio adiciomales R y 
E que son nodos estables. : 


Las separatrices que forman la variedad estable del punto"? 

junto con el punto (Y mismo, constituyen una curva umbral que 
divide el plano de estados en dos zonas: un conjunto de 
decaimiento en el que las órbitas tienden al estado de resposo R 


y un conjunto amplificador en el que las órbitas tienden al 
estado excitado E. 


En esta sección estudiaremos el problema del umbral desde el 
punto de vista de los sistemas rompientes. Linealizaremos la 


cinética -de la membrana en el conjunto de decaimiento. en torno 
al estado de reposo. 


Después dirigiremos nuestra atención a la curva umbral, com el 
propósito de obtener una versión de la funcional de excitación 
que tenga en cuenta la retroalimentación de la variable de 
activación sobre el voltaje transmembrana a traves de la densidad 
de corriente jónica. 


Comencemos considerando de nuevo la fórmula C[2] del capítulo 
II, que nos da la densidad de corriente iónica en el modelo de la 
membrana del axón de H-H, para el caso en el que las variables de 
recuperación se hallan congeladas en sus valores de reposo higYy Mr: 


== 3 pa paa j 
Tion Vi y m)= un he 0 CV Vita) 4 Jue 018 CV Vd 8 (Una Mi) E47 
El voltaje transmembrana de Si viene dado por 
Veja TARO Var + Zur Vx + FL VL Es [2] 
A Am 7 MR + 


La resisténcia de la unidad de áréa de la membrana en reposo es 


Lo qm ARM A OR e e [3] 
o a 

AL la ecuación de evclución para Vyg en torno al estado 

de reposo (Ve ¡Mg se tiene: 


Va __4 37, (Up MadMVi-Ve) d DSisn (Ye Mn Ven- - 
E Gm (Vs Ve) L. Bill, ñ an e) 2aplt 


19 [4 


3 entendes en Púsdta lá fúrmulas L11, c2] Y (33 se obtiene: 


E Ro * 


pá 


e EE CVg, 08) ES] E 7 Scam ¡ 


M 
Entonces, sustituyendo - [5] y - [6] en a se obtiene (siendo 


AVm = a A EV Ve) + E fut e Vita Ve (qm - (1) + Gb" ee 
dt - “mo ds 
La ecuación linealizada para mes a misma que utilizamos en 


sección (€) precedente  (si' ponemos TaWej= “Eo. ) 


Cuando“y aumenta a aaa del. reposo, ésto produce un aumento en 
m, puesto que > TE )= E) es “positivo. Ese aumento en m se 


retroalimenta de dl vez Dec y RON sobre Vi “ puesto que alado 
3 Inte" MVA) t 
es 


=H positivo siempre. (El potencial de inversión 
del sodio es siempre mayor que el potencial de reposo de la 
membrana). 


Para estudiar ese efecto de retroalimentación es conveniente 


reescribir el sistema [/al, (7b] en forma matricial, 
introduciendo como  vari s de estado los artamientos del 
estada de reposo Ya =Vu-Va [al ve Ya =m-em [iljaetániendo una 
matriz de coeficientes cinéticos Ldcjlaxa con 


a E nión eso $7, des = Eden 6%) [40c), 
das zI- L L£aoA] 


utilizando los versores columna Pl, ' [E4tta7 > Ef: el CAL] 


— Pg 
y el vector de estado >»= [427 . 


Ya 


En ese caso se obtiene la cinetica expresada en' forma compacta y 
generalizable a más de dos variables de estado: 


Ar Lp 14) + 84 [131 
si 


en el instante inicial el sistema parte del estado de reposo, 
la solución ¿PORA una A cualquiera de corriente externa 


aplicada es Z/4)_ E 0 Lars di > Yap Ig IAE" [44] 


Si Ax y Agson los EE propios a AT de la 

matriz A y si Ry= (AI-A) [i5a] y Tra = LA) 1151] son los 
(d2- A1) tA art (As — 

correspondientes proyectores, Y =é Pet 28 * 146] (Saaty y 

Eram, 1981, pp 193-193). Sustituyendo [16] en [14] obtenemos la 

expresión que ar ie 


AR CieLcad 
2 LI REI TAR] 


ii sobre e, y ez, Y teniendo en cuenta las 
expresiones [1i3a] y A dé los proyectores, resulta: 


tt, 
+4 lb 1= Vi H)— Vr a LA o Pia. -A)2 pa “pda) e a Eda = 


J Tap 14)" 
E E-PÍA, [1 4A, e Ha 


ALA 
zeltlzon mp = Le Ze rd ARE 
Cm E 


den = EL [feos MICA Va) -—(m- 2) ] EHz 


ms 


va ne to nacida 


A 


E A 


Ahora - “necesário considérar los a Valores 
reprefsentamos con pla traza de 4  ycong su 
tenemos: ] 


Au= PA Le Lata] >» da p a - añ 


| ANA ES. Ea 
La traza de Ál, p =- L EE) [20] Siempre negativa (ver fórmula 
adds fi0al y [10b]). y 
o pS he Y E 
Es El determinante de A es q= Ajo MOR) 39ua R “7, RV 1) la11 = 


a E (ver fórmulas [í0al], [10bJz [10c] y [10d], . E en cuenta 
A are que "Zmo= Rmo Cm) : py 


Para descubrir si q posee Sempre el mismo signo es necesario. 
a precisar el O de: la diferencia que aparece en [21]. El 
término Gme=(4/Ryol es la conductancia de la membrana en reposo, 

debida principalmente al aporte: de los camales ¡iónicos del 

potasio y el cloro. Puesto que SM = (m,, CV2) el término 


237 hac IMC Ya VR) es igual a Fat e má CM) CV. Va) 
3 Guate ES Wa gual ¿ eS 


Esta última expresión puede interpretarse como una conductancia 
referida al estada de reposo y correspondiente a la corriente de 
: sodio exclusivamente. Se genera por la modificación en la 
variable de activación supuesta en equilibrio con el voltaje 
transmembrana ( m= MmaCVYr) , cuando este último varía en forma 

virtual es decir, alterando la conductancia cuerda del sodio 

E mA rmoLR pero no alterando el factor (Vm —-Vwa). Puesto que 

entorno del estado de reposo dicha conductancia posee 

NE TES muy bajos en comparación con las conductancias de las 
corrientes .iónicas parciales que son los determinantes 


se principales del potencial de reposo VR « resulta que q es 
siempre positivo, 


= (das — O e + Hd. 324 y de 'las fórmulas [10b] y [10c] “se 
desprende que tanto 23 como %4 son positivas. Como consecuencia 
Ñ ambos valores propios Aa y Az son negativos, siendo el punto de 


A "24 
Además de eo positivo, es: p= — positivo, puesto que — = 


reposo R un nodo estable. 


De [i%9%al y £19b] resulta que Pry > LA). 


Suponiendo que "To < Zmp se tiene que DTESETA En ese caso, si 
H das. 42 es pequeño respecto de (13221 Jd Y el valor propio 
4 estará próximo a qq mientras que el valor propio 


Ay estará próximo a d22 « Esto ocurre cuando d2 es muy pequeño. 

(En el límite en que dí2 tiende a cero la ecuación pa se 

desacopla de m y se obtiene la ecuación que usamos en la ección 

de (a) precedentej Desarrollando. las expresiones [19a] y [19b] para 
d42.024 Pequeña se obtienen las fórmulas aproximadas: 


A == la ] dea -. das Al A 

: A aa [223] 
A li 242 . 324 

: e Clan l— Tee 1) 22251 


E , Ñ A . 
Detinamos: T=z [2327 y T=L 3 Sor tiempos de relajación que 
1Az| 143 
$, corresponden a Zmo Y Lo respectivamente, en el caso en que dy2=0, 
G osea en ausencia de retroalimentación de la variable de 
activación sobre la velocidad de variación del valtaje 


transmembrana. 


La Fetroziinenteción tiene Como “consecuencia el aumento del mayor. 
de los tiempos de relajación (dado por T4 ) y la disminución del” . 
menor (dado por Ta) ¿Cómo afecta ésto al proceso de activación de 
la membrana uniformemente polarizada? 


Supongamos nuevamente la misma condición de umbral utilizada 
previamente: la excitación se produce la primera vez que la 
variable M de activación alcanza un valor crítico (Me - 

(Geométricamente ésto corresponde a una recta paralela al eje de 
Vim pero la curva umbral propiamente dicha -es decir, la EN 
frontera entre el conjunto de decaimiento y el conjunto AS 


amplificador— incluye en este caso un tramo de órbita, según se 
verá más abajo).- 


De esta condición de excitación y de la fórmula [18b]. 

introduciendo la función de Green Gm(t) se desprende que una A 
historia de corriente aplicada es justo umbral siempre y Cuando de 
se verifique pas eS 4 y Gm [t— q) Tp lt) AP Y <= me - Me E247] i A 


Por definición Gmilt)= 224. *—___£— 25] E 

Sm ¡E — Ali, > E E 
Por su parte T, Y “E viene dados por las fórmulas de definición E 
[23a] y [23b] respectivamente. 


Pero la funcional de excitación [24] es igual a la que 
obtuvimos en la sección precedente, con una diferencia 
importante: presenta T7¿ en lugar de Zm y TY en lugar de Zo, 


excepto en el  factorday en el que (según su definición [10c] 
permanece T 


Fara el instante en el que la ON Gm(t) alcanza su valor 


máximo se tiene ahora 
= 
Es a [2£1 


si (“MM (e) (MM utilizando la aproximación limeal a Mo Cm ) en torno 


a Ve igual que antes, se obtiene para E densidad de carga 


umbral límite: yo = Cm (V.- VE) e **/z, [2+] 


La reobase verifica: Jgbh= CmCV.- Va Ho 
Rh E A) o = [22] 
Entonces la constante de tiempo ES viene dada e expresión : 
Ta 
Esa Ty a+! [291 
Por su parte la relación entre la amplitud umbral Le (15) y la 
duración tp para pulsos rectangulares de corriente controlada es 
ahora / A (3 
=P z= -1 
ER AS Ad 
Su A EP lA Ze) 


La fórmula [27] se obtiene para Vap [40 < wWeblt), a partir de la 
condición de excitación justo-umbral [241] realizando los 
cálculos en forma enteramente análoga a como se efectuaron en la 
sección (Ci precedente. Las fórmulas [28] y [30] se obtienen 
hallando el instante To para el cual m/f) pasa por su valor 
máxima, Cuando se ha aplicado un pulso rectangular de corriente 
de amplitud Lo y duración tp. Dicho instante resulta siempre 


[3017 


E 


posterior al de finalización del pulso. Lúsgo se iguala a) a 
(Me Y se despeja Jo = le de esa igualdad. El instante 
to y el valor m/%) e calculan a su vez a partir de la 

expresión _It-+tp) o 


a, E — (£-tp) 
mil_ma= Jo de da Je % se e oa s/t Dag | 


Esta última A se obtiene a partir de L Gm 14-18) 79 IL Hr" 
para Ya AA si t está comprendido entr O Y tp y 
Yo ESO) para t mayor que tp, temiendo en cuenta la 
definición [25] de Gm(t) y las propiedades de las exponenciales.' 


Veamos ahora porqué el instante en el que m pasa por un máximo es 


EUR a E 
Na CS: Y na, 
y Cr pa mo 
¡ua A 


IES posterior al instante en el que finaliza el pulso. Para ello es 

de conveniente definir el retrato de fases del sistema dinámico 
Aria da Ad <p daa A £, Yap LE) [32097 
At 


E326b7 


qe > Tas Ae + das Az 
+ o correspondiente a las ecuaciones [Yal y [7b] cuando se aplica un 
escalón de corriente de amplitud To : E) 


po) 
La isóclina Ay. O verifica %> M Y4- 2 a nderentiente de Y .. 
(2) At 1342.| daa 


For” encima de la isóclina Aza 0 se verifica que LA<O, por 


debajo se tiene que Ae > O. 

AE e 7 
En cambiQ, par encima de la isóclina et 0 se tiene > 
mientras que por debajo day -O e 


Fuesto que el determinante de A es positivo, se verifica 


siempre: - 134] 22.4 de modo que la pendiente de la recta LO) 
es maycr que la pendiente de la recta Ae A ES Como 


1 consecuencia para Yo=0 tenemos una situación como la que sugiere 


A 

re a la figura 9%. El sector del primer cuadrante comprendido entre 

A A A 0 y AD es un sector estable. 

, Al AL 
Consideremos ahora los vectores propios asociados con loas valores 
propios Aa Az 6 sus componentes son tales que las tangentes de 
los ángulos % en que esos vectores forman respecta del eje Yo 
(versor É, ) verifican siempre ta daa da, = Qu l- 1241 < [24 l 

[221-144] 212 212 

Para el vector propio asociada a Ax ) mientras que 
ta da =_ 224 > Il 12] < 1901) : 

- ldaz 1-12.) 212 12 para el vector 


propio asociado con A Ñ 


Supongamos que laz] verifica: lazl> 1222] - En este caso la 
pendiente del vector propio correspondiente es negativa. Con ello 
dicho vector propia queda fuera del sector determinado por las 
rectas de pendientes 221 ¡A! 


A [23921 7 d12 


(9) mi entras gue Lo iselina den viene dada ¡Per qa tl ac) 10 


as2! 
- El (en ef plano lea, %2)) 
l DN (de L ma Eriz AL) 


n= 


Me Qee 
Ahora bien, ' 12221 <.1d231= E 


E o ASI 


e pa A E - TR 


1 al 1241 


rs 


de donde 


1341 lA) Ea ES 


a Baal 37 een % 


cual ld. l- lA l> O . De. esto último se desprende que dar <_*21_ day 


PES las) Y (2.1 1-1M41>0. Entonces 


E ye 0 de a 73 A As 

de modo que 221 qq (3 | (24) L dual 3 22 [ez laa] 
E [222] larr1—1A9| do dez + 
Lal pendiente del vector propio asociado a 4 se encuentra Í E 


entonces comprendida entre la Ren cenes de la recta Az O y la 


pendiente de la recta At O. Así. habiendo supuesto que la21> 1222), 


a + : 

Pocurto que lasr1>1A | «Teniendo tódo ésto en cuenta, como la El 

EA, : 
se relaja a cero más AGTUEmeRES que € y el nodo estable R 


se presenta como sugiere la figura 9 

Cuando Y, es positivo, la isóclina Az 0 no varía, mientras que 

la isóciina se 0 se traslada, paralela a la rectal er. 0, %,=0J, 
A 


hacia la derecha en el primer cuadrante (fig. 10). Como 
consecuencia, el diagrama de fases se traslada simplemente del 
punto de reposo R al nuevo punto de equilibrio RI, . 


Supongamos que lAzl=/222] De la fármula [22b] se desprende que 

g . os 

ésto sólo es posible si da = 0 (caso en el que desaparece la 

realimentación de la variable z sobre obxy ) o bien si 2¿=0 
At 


(caso en el que 4 no influye sobre 2 , lo que significa que 


no hay activación de la membrana). El caso 242 =0 lleva a que 124 l=/344| 


y este caso ya fue estudiado analíticamente en la sección  ((C) 
precedente. De modo que debemos concentrarnos en lo que ocurre 
cuando JA¿]>/4221 (puesto que la fórmula [22b] excluye cualquier 
otra posibilidad). | Dado un escalón de corriente catódica de 
amplitud Jp ( To positivo). ¿que estados (7,22) de la membrana 
excitable son alcanzados desde el estado de reposo R? 


La figura 11 ilustra lo que ocurre. Com pulsos de amplitudes Yo 
progresivamente crecientes el punto Ry, se desplaza partiendo de 
R, sobre la isóclina AX 0. Como dea [o)= 3%: 2,101 + Dan 22/0)= O 
At At 

la órbita que comienza en Ry, para t=0 y va a parar a Mz para  t 
tendiendo a +09, posee en t=0 pendiente nula y luego se curva hacia 
arriba como sugiere.la figura. De ésto se desprende que, en 
intervalos de tiempo finitos, «a partir de t=0 son alcanzables 
desde R todos los puntos interiores del sector del plano 
comprendido entre Y2z= 0 y ra¿=2214 Xy siempre que se empleen 
pulsos de amplitudes y duraciones idétuadas. 


Si en vez de un escalén de corriente de duración imdefinida, 
aplicamos un pulsa deltiforme Vapítli= God lt). se tiene, a 
partir de las fórmulas [ií8a] y [19k] 


pl 
Va HI-Vr == E [Corta YE O dE e, 
dE Cld2l— 12,1) 


-- El) cetola 
a e dd REE SN ll A 


RN 


Entonces el estado der sistema pasa de 2e=0) T¿=0 d U= Es 9= 0D. . 


en forma instantánea, Y luego evoluciona desde este. punto del. ejé 


Xq « con 214) primero creciendo y luego decreciendo, tendiendo; 
al punto de reposo Recuandot tiende a +eo . La órbita. 


correspondiente presenta un aspecto como el que muestra la figura. 


12£3. Con diferentes densidades de carga “o se pueden ir 
aleanzando cada uno de los puntos del eje sx Y en 
consecuencia se puede hacer que el sistema recorra cada una de 


las órbitas que atraviesan el sector comprendido entre di ES qt Ay 


en el primer cuadrante. , ; EN 


Consideremos ahora un pulso de amplitud E y de duración tp. Si” 
durara. indefinidamente el estado del sistema pasaría de R hacia 
cuando t tiende a +90 , Se interrumpe, no obstante, cuando 

t =tp. En ese instante el estado del sistema viene representado 
por el punto S de la fig. Alhinterior al sector abierto de puntos 
alcamzables o accesibles ya fencionado. Una vez interrumplido el 
pulso, el estado abandona la órbita RSKz, para seguir el tramo 
SMR de la órbita ASMR. Como S se encuentra por debajo de la recta 


2120 , resulta que Y2z crece a partir de S hasta que la órbita 
ta dicha recta. 


Allí > 14) y por ende mít) «alcanza su valor máximo en un 


instante to que es siempre posterior a tp. como dijimos 
previamente. 


Ahora bien, existe una única órbita que tiende a R y que cuando 
alcanza su máximo este valor vale Ya = Yac=/Me-MR . Esa 
órbita es la órbita umbral. En efecto, corta el 204 de los 
estados accesibles según el arco Ac Mc (ver fig. 26ah n pulso 

de duración tp será un pulso justo umbral siempre cuando al 
finalizar dicho pulso, el estado [ “+, Yz ) de la tas sea 

un punto Se perteneciente al mencionado arco umbral. Abandonado a 
si mismo el sistema evolucionará hasta que *Y2z=Y2¿ con lo que 
se habrá alcanzado el estado en el que se produce la excitación.- 


Cuanto más próximo a Mc se encuentre el punto RI, tanto mayor 
será la duración del intervalo de tiempo necesaria para alcanzar 


el punto Sc y punto que a su vez tambieh se aproximará a Mc. Este 
último punto Mc será el estado reobásico. 


Naturalmente, la contraria ocurrirá cuando Ry, se aleja de Mc 
porque aumentamos la amplitud Yo del pulso de corriente. En este 
caso el punto Sc se aproximará progresivamente al punto Ac, que 


es el punta del eje Xx que se alcanza mediante un pulso 
deltiforme umbral: Yap (t1= EE siendo Duo la carga 
umbral límite.— 


Más adelante mostraré comcá este análisis en el plano de fases se 
puede aplicar al caso de una membrana polarizada en forma na 
uniforme mediante un ejectrodo extracelular, reinterpretandoa las 
variables Yy y Q en- «términos de las amplitudes de modos normales 
espaciales para el voltaje transmembrana y para la variable de 
activación, respectivamente. (Ver WI(U) y VI(D)I). 


El conjunta de decaimiento correspondiente a la hipótesis de 
excitación m = (MM está formado por todos los puntos del plano de 
estados que se encuentran a la vez por debajo de la recta X= Yac 
== Me£=MR. y a la izquierda del trama de órbita que proviniendo 
desde t =->% corta el eje Aa =Vn- VR en el punto Ac y termina en el 


8 


punto Mc de la isóclina Ha 0, punto cuyas coordenadas soni: 


Ve Ves a (fig. 13). 


La frontera de este conjunto de decaimiento está formado entonces; 
por el mencionado tramo de órbita y por la semirrecta q X yes Maz 


(fig. 13) Los puntos delfplano de fases situados por encima. 


constituyen en este caso el conjunto amplificador. 
Ahora bien, sabemos que sólo el sector de puntos del plano de 
estados comprendido entre el eje Za Y la recta eR-Jes accesible: 


desde el punto de reposo A pulsos de corriente como señal | 
de control. 


pS 
El arco de curva umbral Ac Mc separa la parte del sector 
accesible que pertenece al conjunto de decaimiento de la parte 
que pertenece al conjunto amplificador. 


Los pulsos subumbrales dejan el estado del sistema en la parte 
del conjunto de decaimiento común con el sector accesible, los 
pulsos umbral dejan el estado del sistema en el arco Ac Mc y los 
pulsos supraumbrales dejan el estado del sistema en la parte del 
conjunto amplificador común con el sector accesible. Para el caso 
de los pulsos subumbrales suponemos que la cinética finealizada 
describe las correspondientes semi-órbitas futuras, todas las 
cuales tienden asintóticamente al punto R permaneciendo e el 
conjunto de decaimiento. En cuanto al arco umbral Ac Ma, 
suponemos que las semiórbitas futuras generadas a partir de 
puntos de ese arco vienen descriptas por la cingtica linealizada 
hasta que *Yg alcanza el valor crítico “22 (o sea hasta llegar 
al  punto-Mc). Una vez alcanzado el estado correspondiente, se 
produce el potencial de acción: su descripción queda fuera de las 
posibilidades de este modelo. Lo mismo ocurre con las semiórbitas 


futuras que comienzan en puntos del sector accesible situados en 
el conjunto amplificador. 


Sálo cuando dichos puntos se encuentran por debajo de la recta Y2¿= %e 


la evolución futura del estado de la membrana puede describirse 
en forma aproximada mediante la cinética linealizada y esto 
solamente durante el intervalo de tiempo entre la fimalización 
del pulso y el instante en el que > alcanza por primera vez el 
valor crítico >3c. 


En lugar de la condición de excitación m=M, se puede utilizar la 
curva umbral del modelo no lineal con punto de ensilladura, 


a) Se y z MZ n_ e — — 

eventualmente aproximándola mediante una recta Myre X= Py (337 
En esta aproximación v es la distancia de la recta al estado 
de reposo (el crigen del plano (+, 21% Y My es su  versor 


normal dirigido hacia el interior del semiplanoa que no cantiene 
al origen) 


Una vez hecha ésto, se supone que para los puntos de plano de 
estados situados por debajo de dicha recta, la cinética puede 
describirse mediante el sistema dinámico linealizado cuyas 
ecuaciones son las [7a] y [7b] (o, expresado en forma compacta, 
el sistema [13] de esta sección) 


La condición para que una historia de corriente aplicada sea 
justa umbral es entonces, la siouiente: 


a cm 
== A 


O A 

ASE 

a E 
a 


A 2 a x bel y= - Pu 
tELo/ o : 

Pr E . $ 

donde =/f) viene dada por la: fórmula (14] de esta sección... 
partir de la condición [34] se puede desarrollar un modelo: 
analítico para la  curva:intensidad-duración, luego de habe: 
El obtenido una expresión para: la funcional de excitación. Cuando 
A, Mv=< la Y. Pu=MYec se obtiene como caso particular la condición de 
de excitación Cuyas consecuencias hemos estado estudiando en esta' 
sección y en la sección precRAnEeS 


Puesto. que es posible generalizar la condición de umbral (341 al. 
caso en el que el sistema. dinámico involucra una variable- de. 
acomodación, dirigiremos ahora nuestra atención hacia un hodelo. 
con tres variables de estado. 


i 
i 
1 
| 
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Aproximación mediante sistemas rompientes a una teoría de 


tres factores .de la . excitación, para membranas 
uniformemente polarizadas : A 


En la parte (D) del capítulo: 11 describimos los aspectos. 
cualitativos (la "topología") del proceso de excitación empleando 
un modelo no lineal con tres variables de estado: una variable de: 


activación F, el voltaje. transmembrana My una variable de ES 
recuperación S. Al final de la parte (0) del mencionado capítulo  . - 3 
habiamos señalado que se-obtiene un modelo de este tipo a partir. . o € 
de las ecuaciones del modelo H-H poniendo h=g-n, donde q es una $ 
constante apropiada. En este-cáso F=ms "Va y S=n son las tres E 
variables de estado del sistema reducido resultante. j 


En esta parte nos proponemos construir una aproximación analitica 
al problema del umbral, empleando una versión de la funcional de 
excitación que tiene en cuenta.tanto el proceso de activación 
como el proceso de acomodación de la membrana excitable, para la 
membrana uniformemente polarizada. j 


2 


Según <Sse verá posteriormente, «este enfoque se puede extender 
tambien al caso en que la polarización de la membrana se debe a 
un electrodo extratisulara 


Para construir la funcional de excitación comencemos linealizando 
la cinética en su conjunto de decaimiento, empleando como nuevas 
variables de estado los apartamientos de las variables F. Yy y S 
respecto de sus valores de reposo 
Y. = F- Fa [4a] 2 Vu VR 5FAL7 xa = S-Sg Utel 
Vu -— VR ] : 

Tanto F coma S se supone son variables adimensionadas. Fara que 
la variable “2 correspondiente al voltaje transmembrana también 
lo sea“ se ha dividido por Vi VR en [ib] siendo Vi el punto 
de equilibrio inestable del sistema reducido unidimensional que 
se obtiene poniendo F=F, (Vm) y S= Sp en el modelo no lineal de 
tres variables ( Vy es el umbral de voltaje para S= Sr y F 
relajada al equilibrio con Va : Ver sección 11(D). 


introduzrcamos ahora la matriz Az Pas Tea de coeficientes 
3 e . 
cineticos: 


dais BIS 3 O. 
24350 [207], 2, =-4 DIU Ve Se) í e E 
E Epa) 124) de 6, 205, Ya $e) el, 
Fx, Ve A dd 
A23 == 9S =e e cal) %34=0 291) dre GO Ve) 124] 
cm Yo— Ve) SYRIA Ya ; 
e | ds. ¿yy 40 
si 8«, 82, €3 son los versores (columna) correspondientes a los 
ejes “«, Xa, 3 respectivamente, la ecuación de evolución 


linealizada viene dada por > > ip > 

A il Al Cs] 
Fartiendo del estado de reposo, la solución para una historia 
Cualquiera de corriente ANOS a t £-taA , 

. all En [ce ¿Ea ) Tp 141147 141 
si Aa Aa Az son los valores propios de la matriz Á, generalmente 
distintas dos a dos (cosa que siempre ocurre en el casa de la 
membrana los correspondientes operadores de proyección vienen 
dados por (Saaty y Eram, 1981, pp 173-1953) 


eS 


3 Ñ ; > 
4 ] Í ; 


a. QUIZA UE A Lsel 


$ Además se verifican las relaciones Pa + Pat Tos Y Et] y E 
: siendo de e] la, delta de Kronecker. 


GAMA T- esa 53 7 


“(Az A4) LA Ae) o 


ed Y 


“CAsg-A) (dr Ad 


si Pr Da Y E son los: "versores propios asociados a los, 
valores ropios As,A2,A Peres E Nenenta se verifica JP Pm a 
prop EAS 8 E 0 


(4=4,2, 3) 


EN donde el producto Lencertarí a 60 PT se puede interpretar como: 


«» 
producto matricial del vector columa %v¿ con su transpuesto , en. 
ese orden. NS 


LA EN $de LA, a 
Finalmente se verificará € + Ese F, +e TP, LY cTrodo ésto . 


adecuadamente interpretados, se verifica tanto para valores. 


e de 


propios reales como en el caso en que dos de ellos son complejo- 


conjuaados). 


Sustituyendo [92] en [41] Y proyectando sobre los ejes de 
coordenadas se Porter! 
(E-10A, lO 1€-2)A3 


falta E a Pr. 4.) 4: CónPeoE) + ( +5.) 1% 14044" 
mo Ll / 


(A =4, 2,3) EA01 


Estas relaciones junto con las ecuaciones de definición [la] , 
[ib] y [dc] permiten calcular Ft), Vu E) y Sit) para una historia 
de corriente aplicada, siempre que el estado de la membrana no 
abandone el conjunto de decaimiento arrastrado por el pulso 
estimulador o por lo menos, mientras que el estado no alcance la 
variedad que representa el conjunto de puntos a partir de los 
cuales comienza el potencial de acción de membrana. 


Cuando  fundamentamos la teoría clásica de dos factores para la 
acomodación de la membrana uniformemente polarizada, aproximamos 
la pseudo-separatriz umbral del modelo no lineal en las 
proximidades de la rama inestable de la curva en UN del plano 
mediante una recta (barrera de excitación). 


eS 
Por otra parte cuando construimos un modelo de dos factores para 
el proceso de activación de la membrana, propusimos aproximar la 
curva umbral del modelo no lineal en las variables F y Vu por una 


recta tangente por el punto de ensilladura (punto umbral 
hiperbólico). 


En el caso del modelo no lineal con tres variables de estado, la 


variedad umbral correspondiente puede aproximarse localmente 
mediante un plano. 


Recordemos que en la parte sobre topología del umbral del 
capitulo 11 describimos dicha variedad en base a la diferencia en 


el orden de los tiempos de relajación locales de las variables F- Vw 


Y S. comenzando por considerar la curva alabeada en el espacio 


Cs Vm, S) que se obtiene coma intersección de las funciones F= TVm 


(condición de equilibrio para Fi y Vion E, Vm y £)- 0 (condición de 


quilibria para Yum en ausencia de eu rriente: eléctrica externa 
aplicada). 


Dicha curva alabeada posee una forma enlA cuya proyección sobre 
el plana (Va; S ) no es otra que la curva plana en YN del modelo 
no lineal reducida que empleamos en la parte (A) de este capitulo 
para fundamentar la generalización de Young-Fitzhugh de la teoria 
clásica de dos factores de la excitación -. Cada plano  S= 
constante, con S comprendida entre Sa y Sb (ver parte (D) del 


) 


0) 


capítulo previo) corta la rama intermedia de dicha curva en _u 
punto. Dicho punto es un punto. de equilibrio inestable (punto 
umbral hiperbólico) del sistema. dinámico que se obtiene a. parti 
del modelo no lineal con. .tres Variables de estado, congelando.S 
en un valor So fijo. Dicho sistema reducido posee un retrato de 
órbitas que se pueden representar en el plano S=So. En ese plano 
la variedad estable del punto umbral hiperbólico forma una curva 
umbral junto con el punto umbiral mismo. i 


A medida que So va variando, las correspondientes curvas umbral. 
planas generan una superficie en el espacio de las variables F-Vnm 
y S tal que la variedad umbrál del modelo no lineal de tres 
factores se dispone muy próxima a ella. ó 


La proximidad entre ambas superficies es tanto mayor cuanto mayor 
sea la diferencia de orden numerico entre los tiempos 
característicos locales de las variables de estado. 


Consideremos el punto umbral correspondiente al valor de reposo 
de: la variable de recuperación. Posee coordenadas Fx E, (Wo), Vi=VWw,S= Sr 
siendo Vy la raíz intermedia de Von (Ezol Ya », Vh, Sr) = O, 


Consideremos ahora el plano tangente a la superficie- generada 
por las curvas umbral plasmas, en el punto umbral correspondiente 
al valor de reposo de la variable de recuperación. 


Ese plano puede tomarse como la aproximación lineal a la variedad 
umbral que estábamos buscando. Pasando al espacio de coordenadas 
adimensionales Y+, Y2,/%) si y es el vector de posición del 
punto umbral  correspontiende a 39= Sg y si my es el versor 


normal al plano umbral que apunta hacia el interior del 
hemiespacio que no incluye al origen (o sea, al punto 
representativo del estado de reposo), la ecuación del plano 
umbral es My.(X —-Xy)20 « Si Pvzñv: Lv es la distancia 


del plano al origen, la ecuación del plano umbral es Mr. X= v IM] 
( Mu y "a pueden hallarse sin inconveniente). P 

Xy es simplemente el punto F= Fa CV) Va =Vy, 3=Sg expresado , en 
el espacio de las coordenadas adimensionales E - Myse 
halla a partir de las pendientes de la recta tangente a la curva 
umbral plana que pasa por Xy y de la recta tangente por Xy a 
la rama intermedia de la curva alábeada en forma de 
(Posteriormente volveremos sobre todo ésto, para el caso de una 


fibra excitable polarizada por un electrodo extracelular en forma Xx 


espacialmente no uniforme). 


— — 
Supongamas ahora que si Mue XA EE na >. Va evolución del estado 
de la membrana puede describirse mediante la cinética linealizada 


- . . de 
Y QUE cuando por primera vez se verifica Muo.x E se alcanza el 
umbral y se desencadena un potencial de acción. 


En ese cas0¿ una historia de corriente aplicada es justo-umbral 
siempre y cuanda: ] E de 0 Ar. XI) |= Pu 12] 
teLo,4 0») 
Definiendo una furción de dao ES e — Eds 
Golhtid= Z : ACTAS e + (my. TP, 221€ + (ño lo 22) € j 1431 
de la condición t12] y de las fórmulas [9] y [4] se desprende 


la siguiente versión de la condición de umbral mediante la 
funcional de excitación: 


EE 


A 
3 
E 
La! 
¿ 
% 


e e Es 
mx AS Jadt!] 
telo +=) 


E 2 
Aplicando .un pulso deltiforme E LE) = (Y, dp se obtiene, a : - : 
partir  de-[141 la siguiente expresión para la densidad de carga. 


umbral límite : ses 
j by = E E1s1. e dE 
CCD y a 
€ pt ———— a o, ha E Ano 
642 AG TO me 5 


tefo,/+o.) 

1 

obtenemos la forma que emplearemos en lo sucesivo como ESN21c10n — 
de umbral expresada por la funcional de excitación: 


max ANO AAA OA ES 00 1775) E 


Introduciendo la función 


tero4-) 


La función de Green G(t) se comporta como sugiere la figura 14, 
Crece a partir de un valor inicial G (0) positivo, pasa por un 
máximo en un cierto instante Ty Y luego decrece anulándose para 
una instante Tu pasando por un minimo negativo en un instante 
posterior tm y luego continúa oscilando con amplitud Cada vez 


p . 4 Z 
menor, tendiendo a ceros o bien tiende monotonamente a cero desde 
valores negativos. 


NA 


do, 


Se trata entonces de una combinación de los comportamientos de 
las funciones de Green para el modelo de dos variables de la 
activación y para el modelo de dos variables de la acomodación, 
que permite' conservar las prediciones de ambos modelos pero 
además permite estudiar aspectos del desarrollo simultáneo de los 
procesos de activación y de acomodación de la membrana. 


Para ver como es ésto es conveniente partir de las propiedades de 


los, valores y vectores propios de la matriz de coeficientes 
cineticos. 


En primer lugar, ya sea asumiendo la estabilidad del ¿¿punto de 
equilibrio R oO empleando el teorema de Gershgorin*' sobre la 
ubicación de los valores propios de una matriz en el plano 
complejo para el caso particular de la matriz de coeficientes 


cinéticos, se obtiene que sus valores propios son negativos 0 
bien poseen parte real negativa. 


Para la membrana uniformemente polarizada generalmente se tiene 

un valor propio real Aa y dos valores propios complejo- 
conjuaados A2= -p+iWw di =-M-c¿(Y , Fuesto que el tiempo de 
relajación Tae=41/(044l de la variable de activación es mucho menor 
que el tiempa de relajación Tp= 1/37, | de la varible de acomodación « 
mientras que la constante de membrana Tm=- Midas! toma valores 
intermedios. de este hecha y de la magnitud de los Otros 
coeficientes cinéticos se desprende que lAdl se encuentra 


relativamente próximo a ldxal y Es mucho mayor que Je Y 
también que Cu 


si A ¿Az son compleja-conjugados., también lo serán los 
correspondiente proyectares Pa Y TP (ver las fórmulas [Sbl1 y 


Eacld. Introduzcamos las matrices reales () y Y 
las fórmulas de definición 


hs ZU) 18] TP -Z(ULV) 18 


Entonces la función de Green EL) definida por la fórmula [1] 
puede reescribirse asi: 


WO(Atkinson, 418€) 
dd 


S 


q 
a traves de 


PR 
A. E E y Addis 


o nal ; | 
G 7 e rá ae a (a LI5 crab 7o Ví a 


pe E 20] . 


Zola E ad 
si 124) -es mucho mayor que; My l se etaja a cero rápidamente a 
en comparación, con e” E Cuando ¿=0) Go/t) toma el valor. 
Gol0)= Mylk E, +mys VS, según: se > desprende de la fórmula [20]. E 
yadg ea +pUvo le 


ss a 
Pero, por otra parte, de las fórmulas [6] y [13] se obtiene que 


G:(01= MYe e _ A 


TE m " : 
Como Mv forma con 2» un "ángulo comprendido entre O yZ Z radianes Xx 
) (generalmente bastante mayor que cero pero no muy próximo a y ls 
E Tue tz es positivo. .. 


Como mue Ta. CAR CAA (esta igualdad se obtiene a 
partir de las fórmulas [81] que expresan las proyectores . como 
productos tensoriales de los correspondientes vectores propios), 
E teniendo en cuenta que Mv. Da es positivo mientras que 


a Y tes ARAS OS Eee que mu. Pa o Ya es negativo. Entonces 


¿ Dona rl 
An e Any. Wi 2,= mM Mvo Pz — Myo Py ol ez es positivo y mayor que myeEBlz 


O A 


Le Consideremos entonces cómo varía G¿(t) en un intervalo de 
tiempos próximos al instante inicial, “del mismo orden a menor que 
el tiempo de relajación de la variable de activación. Como 
también (4 es pequeña respecto de 1A4 1 « Jen un intervalo de 
duración comparable a 4/)Ay| la función Sent. toma valores ci 
próximos a cero mientras que Cor7 ? toma valores próximos a : 


Uno. E ¿Pat 
: la, «Ue: le 18 poa! e 
En ese Caso G (t) se comporta como 4 d > - lt. .e2| 


mel 241 
de modo que crece desde su valor inicial G¿ (0) (puesto que posee 


derivada positiva en el instante inicial) hasta alcanzar un valor 
” máximo para un instante ty no muy alejado del instante 


Re ade pla elmuslkis A 
(1241 -p) p lv VU e, l 


valor máximo, y luego decrece mientras se desvanece el aporte del 


. j termina =lArit — 
Una vez desvanecido ese término relacionado fundamentalmente con : 
la variable de activación, la función Go (€) se comporta como 


PER VE, a AI: la: -Aem a El AGE 


Puesto que la relajación de € o conduce al estado del sistema 
a4Á las proximidades del plano 40, “el comportamiento de dicho 
estado difiere ahora muy poco de lo que predice la teoría clásica 
de dos factores para la excitación, cuya función de Green ya 
estudiamos en el primer capítulo de esta memoria. Entonces (G,/£) 
disminuye hasta anularse por primera vez en un instante Tu se 
Xx hace negativa, paga por un mínimo en un instante posterior Zim y 
luega continúa ascilanda can amplitud exponencialmente 
3 decreciente a medida que transcurre el tiempo. 


] en el que la función [211 pasa por su 


Cuando se aplican.pulsos de corriente de amplitud A constante y 
duración tp, estas propiedades de Go (t) (que se trasladan sin 
más a 6 (t)) junto con la condición de excitación [17] permiten 
predecir las propiedades de las curvas intensidad-duración para 
la excitación catédica de cierre y para la excitación anódica de 
apertura, asi como deducir expresiones analíticas para los 


1 


parámetros -. locales de la excitabilidad en función | de 

coeficientes cinéticos y los parámetros del plano umbral'- de. 
membrana en cuestión. Como el objetivo principal de este trabají 
es el análisis de la estimulación de tejidos mediante electrodo 
extracelulares relativamente grandes (como los que .se emplean' a 
electrofisiología clínica) abandonaremos por el momento este 


modelo de tres factores, aunque no sin antes haber efectuado una; 
última precisión. 


En el modelo de los factores que sólo tenía en cuenta el proceso +0 


de activación de la membrana excitable, empleamos como condición 
de excitación la igualdad m=mc, Osea 4 %M%e en la termimologís” 
empleada en esta sección. Si la variable de acomodación posee -' 
algún efecto, este puede tenerse en cuenta planteando que y = ER 


con lo cual la variedad umbral (en el sentido de la variedad ES 


cuyos puntos marcan el inicio del potencial de acción) en el 
correspondiente modelo de tres variables es una superficie 
cilindrica con generatrices paralelas al eje *Xz2. 


si, se_l la idealiza mediante un plano, su versor normal verifica 
Mye A =0, de modo que en este caso 6Eg(0)=0. 


En el modelo de tres factores tal como lo desarrollamos en esta 
parte se tiene siempre G o MA 0s puesto que el versor Mv corres— 
ponde a un plano que mo es paralelo al ejer : aquí tambien 2% 
influye sobre el valor critico xo + 


Para un pulso catódico de duración tp sabemos que la amplitud 
justo umbral verifica: 


Us Y, 0 
Lt A a EN 
rol Glt- Y) EHI41)- HIt= iNIdAt ) 
donde, como siempre, H (t) representa la función escalón unidad 
de Heavside (fórmula C[19] de este capítulo). 


Cuando Gpg(0)=0 el denominador de [23] alcanza su valor máximo 
para un instante to que es siempre posterior al instante tp, 
aunque ambos se aproximan más y más al aumentar tp. Fero cuando 
G¿l0%* mo es mulo, to es posterior a tp solamente si la duración 
del pulso es inferior a un cierto tr que verifica Goítr) = Ga(0). 


Fara duraciones tp mayores que tr se tiene to=tp siempre (fig. 
1%) 


Entonces, si 0 < tp < tra la fórmula (23] se reduce a > 
Tu tip) _ 2 [240] 
> Del Y 
mientras que si tr < tp tendremos: 18 G [t.-+ 
Ju (ty) Quo — [2401 


[TErnndt! 


Las fáérmulas [2424] y [24b] junto con las expresiones [16] y [20] 
ío directamente la fórmula (131 para Gpg(lt)) constituyen el punto 
de partida para el cálculo de los parámetros locales del umbral 
en el modelo de tres factores de la excitabilidad. La latencia en 
la aparición del potencial de acción de membrana. respecto del 
finmal de un pulso estimulador  —justo-umbral catódico, puede 
estimarse en este caso por la diferencia entre to y tp. 
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CAPITULO EV — FUNDAMENTOS PARA 


UNA TEORIA ANALITICA DE LA 
EXCITACION DE EFTBRAS POR 


E A 

“(A) El: flujo” ] ETS 

+ conductor de volumen correspondiente. a “los 
biológicos a 


A . p VS MEE O . 3d A Cora, 
de corriente electrica cuasi-estacionaria: 


a, 


E] 


Consideremos ahora el «primer .problema fundamental de la“. - 
estimulación eléctrica de tejidos, tal como“fue' planteado! al "7." 
final del primer capítulo, para la estimulación eléctrica: 
mediante electrodos extracelulares: determinar cómo se distribuye. E 
la corriente eléctrica generada por un sistema de electrodos“ 2 
estimuladores en. el conductor de volumen formado por los tejidos '- =* 
biológicos. Por lo general se supone que ese flujo de corriente 
eléctrica puede representarse asumiendo que los tejidos 
biológicos forman un conductor de volumen óbmico en el que 
prevalecen condiciones de Cuasi-estacionareidad (Plonsey, 'en EN 
Nelson y Geselowitz (eds), 1976, cap_7). Se introduce un campo SE. E 
de densidad de corriente eléctrica 114,7) »s donde t es el - 
instante de tiempo y PF" es el vector de posición del punto 
considerado en el conductor de volumen equivalente a los tejidos. 
La condición de cuasi-estacionareidad conduce a formular la ley 
de conservación de la carga bajo la forma V.7/t+;P)= 0 (11. 

— ñ LE : , 2 
(Aqui Y, Y es la divergencia del campo vectorial JT > 


E AS 


ayu 


mue. 
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E AE 


; En cada punto yen cada instante de tiempo se introduce un 
de potencial escalar P(t,F) ¿el potencial eléctrico en el conductor 
207 de volumen, que en condiciones de cuasi-estacionareidad se puede 


Má factorizar así: Bt, P)= TU (7)12]- : 


Aqui 1 (t) es la corriente total que fluye a traveí del electrodo 
activo. (Para concretar  —consideramos un electrodo activo 
E relativamente próximo a la zona blanco que se desea estimular, 
Es con el electrodo indiferente sensiblemente alejado). 

+ () es una función de la posición que describe la distribución 
Ed espacial del potencial eléctrico en el conductor de volumen de 
i los tejidos (Rubinstein y Spelman, 1988) .- 


volumen  isótropo y homogéneo, en cuyo caso se utiliza la 
siguiente versión de la ley de Ohm para relacionar el campo de 


*t 

tl 

cal 

+: . 

E En algunos Casos puede ser suficiente considerar un conductor de 
E » 

densidad de_ corriente electrica con el campo de potencial: 


De 31t,P) = -¿blt;r) 5]. siendo go la conductividad eléctrica y VE 
do 0 el gradiente del potencial. Si es necesario tener en cuenta la no 
a uniformidad del conductor de volumen, la constante go se 
EN sustituye en ¡ES por un campo escalar go (PFP) de conductividades 
L eléctricas que varían de un punto a otro del medio, o bien el: 
A conductor de volumen se divide en partes homogéneas, cada una con 
q su propia conductividad constante y se añaden condiciones en la 


frontera entre regiones homogéneas. Estas condiciones dependen 
del comportamiento eléctrico de las fronteras (Plonsey, en Nelson 
y Geselowitz, op.cit)d.- 


¿ 


A menudo es necesario tener en cuenta la anisotropía de los 
a» tejidos, lo que conduce a una versión tensorial de la ley de Ohm: 
X J=- vé [y]En este caso la conductividad viene dada 
por una  díada simétrica Go, que origina una forma cuadrática 
definida positiva. (Fuesto_ que Es VE$ es el campo eléctrico en 
el conductor de volumen, EJ representa la energía disipada por 
unidad de volumen. Esta debe ser positiva si el campo eléctrico 
es no mulol. —Fuesto que la díada de conductividad es simétricas 
es posible elegir un sistema de coordenadas respecto de las 


E Cuales se anulan las componentes fuera de la diagonal. En ese 
Caso: 
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Aquí g0z ; 907 : GQZ son las componentes principales de la díada; 
de conductividad. : e 


oia 


A menudo es necesario describir un conductor de volumen tisular 
quez además. de anisótropos es heterogéneo. En este caso -.el 
conductor de volumen puede dividirse en regiones homogéneas pero .: 
anisótropas. añadiendo las correspondientes condiciones en -:la * 

frontera entre regiones, o bien se introduce un campo diádico de 
conductividad Gor) que sustituye a Go en la formulación de la 
ley de Ohm. En general cabría esperar - que las direcciones 
principales del tensor de : conductividad pudieran variar de 


un punto a otro del conductor de volumen, lo mismo que sus 
componentes principales.-— 


Teniendo en cuenta la factorización [2] del potencial + 
e eléctrico, la ecuación [11] de conservación de la carga y la 
se expresión tensorial de la ley de Obm, obtenemos la siguiente 
ecuación a derivadas parciales de tipo elíptico para la función E 


a IP) En (E THE) 0 [s] 


Esta ecuación deberá complementarse con condiciones de borde 
E j apropiadas. Expresadas 'en términos de PA (PF) ode V ¿() en la 
A frontera de conductor de volumen tisular, según la naturaleza 
del sistema electrodo-tejidos que se considere. Si la zoma blanco 
' de la estimulación está próxima al electrodo activo y éste se 
encuentra sumergido en los tejidos, alejado de la superficie del 
organismo, el conductor de volumen puede considerarse como si 
fuera infinito, de modo que para un electrodo indiferente muy 
E alejado las condiciones de borde se plantean sobre la superficie 
A del electrodo activo, por un lados y en el infinito, por otro 
lado. Si el (o los) electrodos(s) se encuentran adheridos a la 
piel, esto deberá ser tenido en cuenta en las condiciones de 
borde, amulando la componente de la densidad de corriente 
eléctrica perpendicular a la superficie corporal en los puntos en 
É 0 los que los electrodos no se hallan presentes- 


A partir de la función HP) se puede determinar cómo se 
distribuye la corriente eléctrica en el conductor de volumen que 
representa a los tejidos biológicos. Esto da una solución al 
prablema planteado al inicio de esta sección y nos permite en 
principia afrontar el segundo problema fundamental de la 
estimulación eléctrica de tejidos: determinar qué patrones 
espacio-temporales del voltaje transmembrama y de las variables 
de activación, recuperación y adaptación se producen en las 
z membranas excitables de la zoma blanco debido a una historia dada 


de densidades de corriente eléctrica en el conductor de volumen 
de los tejidos.- - 
¡Fara abordar este segundo problema es necesario determinar las 
corrientes transmembrana generadas en la zona” blanco por una 
determinada distribución de corriente eléctrica en el conductor 
e de volumen asociado a los tejidos. Esto conduce a su Vez a una 
E reinterpretación del significado de dicho conductor de volumen en 
el marco de los que ahora se denominan "modelos de bidominios", 
según se verá en la sección próxima. fdemás , la determinación de 
a la conexión entre el flujo global de densidad de corriente 
eléctrica en los tejidos y la polarización de las membranas 
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excitables: permite identificar qué aspectos de dicho 
corrientes son los más importantes desde el punto de vista de la 


estimulación mediante electrodos extratisulares. Este es un tema - 
sobre el que no hay muchos trabajos y la mayoría «de esos trabajos : 


se refieren a la estimulación. de preparados in vitro por ME9ZO de 
electrodos fluídos. . 


(Estos electrodos generan campos relativamente uniformes cuyas. 
líneas de flujo se pueden representar por medio de rectas 


paralelas, por lo menos.a la altura de las membranas excitables 
que se quieren estimular. de 


campo. de: 


OS A ES E m Gi AS 


condiciones de borde. : 


fibra excitables a .la que podemos representar mediante un 
cilindro conductor de radio.22,longitud Az (mucho mayor que af.) 
y conductividad ¿sg envuelto por una membrana excitable. Esa 
membrana es muy delgada respecto del diámetro de la fibra, y aún 


estando activados todos ¿sus Canales iónicos, posee una 


resistividad sensiblemente mayor que la del citoplasma. 


Tal sería el caso de una fibra muscular esquelética o de una 
fibra nerviosa amielínica.  - 


Supongamos que el potencial eléctrico en el conductor de volumen 
no varía apreciablemente en una distancia del orden del diámetro 
de la fibra, : de modo que el comportamiento eléctrico de la misma 
se pueda describir mediante un modelo global unidimensional. Más 
concretamente supongamos que podemos aplicar en este caso la 
denominada teoría del cable no lineal. (Cole, 1972; ¿Scott, 
19772 Jack. Noble y Tsien, 1983; y Tuckwell,1988). 


En ese caso introducimos un eje de coordenadas » a lo largo de la 
fibra. Denominamos “V¿ 1 +, > al potencial eléctrico en el 
interior de la fibra y Vo /t x=) al potencial en la región exterior 
adyacente a la Tfibra. Si JE es la densidad de corriente 
eléctrica que atraviesa una sección transversal al eje de la 


fibra, se supone que dl Jés de 9: [tf %) [1] 
de 


La corriente total que atraviesa una sección” transversal del 
interior celular es ; 2 z 2 
po [2] 


e 

Entonces, si Jul Ym, W) es la densidad de corriente. transmembrana 
(corriente de desplazamiento más corriente iónica) en un punto 
donde el voltaje transmembrana es Vh y las variables cinéticas 
de apertura y cierre de los canales iónicos vienen dadas por el 
vector W (por la general tanto Va como W varían de un instante 
a Otro y de un punto a otro a lo largo de la fibra) la 
conservación de la carga implica que 2731 Va = - Ll; (37 «Teniendo 
en cuenta (11 9x 


Y [2], de (031 se desprende la ecuación fundamental: V 
E 2 V- 
a 93 DEVYE [4] 
m= pa 
Fero el voltaje transmembrana verifica Y = Vi -— Ve 231 
Entonces, de de y [3] se obtiene finalmente: 


A E61 


9? 
A esta ecuación se le EEE a e expresión de la densidad de 
corriente trans brana 
1ISMEMDr ana ne sa Cm 9) M4 Jin EW Ww ) (71 
eE: , / 


como suma de una densidad de corriente de desplazamiento más una 
densidad de corriente iénica, junto con la ecuación que describe 
la evolución de las variables de activación, recuperación y 
adaptación de la membrana de la fibra: 

ds DW -= F/Vu, W) 23] 


: + 
Si suponemos conúcido .£l potencial eléctrica en puntos adyacentes 
a la superficie externa de la membrana de la fibra, las 


RA => 
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“La A de una fibra en un Campo. de corrientes: 
eléctricas exógenos ecuaciones de c: campo. Función activante" 
-de Rattay Y factor de forma. Electrodos fluidos Y 


Consideremos un conductor -de volumen en el que se encuentra una. 


“ecuaciones: [61 +. :-EZIf8y0-18] -juntoscon<condicionescinmicialesoms 
y condiciones. de borde (en; los extremos de la fibra) apropiddas e 
permiten describir la. * evolución témporo-espacial de “Lai 
polarización de la membrána. [Este es el enfoque introducido por* 
Rattay (1986), quien denominó al término 2 32 Ve lt, "función e 
activante" puesto que es el responsable"de la excitación de la: 
fibra debido al campo de. corrientes generado por un electrodo:- 
extracelularysi se supone que el campo Ve (t,x) solamente tiene. - 
ese origen. 


Supongamos ahora que la fibra se comporta en forma enteramente 4 
pasiva. En ese caso la densidad de corriente iónica transmembrana- 
verifica Tion (Un)e La) (9 1 (donde En es la resistencia de la E 
A e E 
unidad de área de membrana-en'el estado de reposo y Ve es el a 
voltaje transmembrana en dicho estado). Sustituyendo [9] en [7] y A 
[71 en as la. siguiente ecuación lineal a derivadás NA 
parciales: 2? 2, -3 9 Ve j E 
E Ya Va) dz a+ +4 y 2_Me 10 . 
Aunque o e esta ecuación es de hecho Ú 


equivalente a la que dedujeron Rubinstein y Spellman (1988) como 
punto de partida de su aproximación analítica lineal a los 
problemas de la estimulación de nervios mediante electrodos 
puntuales extracelulares. (Estos autores parecen desconocer los 
trabajos de Rattay sobre estimulación eléctrica de nervio por 


electrodos extracelulares, en particular su concepto de  —función 
activante)l.- : 


Fero, ¿viene determinado Ve (t,*X) solamente por el campo externo 
generado por el electrodo estimulador?. 


Cuando la membrana de una fibra es polarizada en forma 
espacialmente nea uniforme se produce una circulación de 
corrientes elettricas tanto en el interior de la fibra como en el 
conductor de volumen que rodea a la fibra. Si la resistencia de 
dicho conductor de volumen respecto de esas corrientes puede ser 
despreciada, el potencial externo sobre la fibra, Ve (t, % ), 
puede ser igualado al potencial eléctrico SY (t, >» ) generado por 
el sistema de electrodos, como lo hace Rattay. En ese caso, una 
vez finalizado el pulso estimulador. independientemente de la 
actividad eléctrica espontánea que pueda presentar la membrana de 


da fibra, Ve(t.*)permanecerá constante de un instante a otro y de 


un punto a otro de la fibra. 


Generalmente esto constituye una simplificación demasiado 
drástica, puesto que la actividad eléctrica de la membrana 
excitable produce una distribución no uniforme en el potencial 
eléctrico externo que se agrega al campo generado por los 
electrodos. Esto puede tenerse en cuenta escribiendo Ve (t, Xx) = 


Dt, + Ve (t, ve ) 0147 donde Vp (t, % ) es el potencial 


generada por las corrientes locales asociadas a la polarización 
no uniforme de la membrana de la Fibra. 


Suporngamas ahora que podemos concentrar parámetros en dirección 
transversal a la fibra, estableciendo la siguiente relación entre 


la corriente eléctrica extracelular total paralela a la fibra y 
asociada con la polarización no ea Sl Sip (tt. ) y el 
potencial Yp (tarde le.p (ts ) =-wGe 2 pt ) ¡E 


quí Ge es una conductancia par ME de longitud. (Una 


o ES o EN y 


se verifita. una relación tal - Como. la EL, puede verse ana 
Scott (1977, cap 2) ho - . 


La conservación de la carga para el sistema de corrientes. 
eléctricas extracelulares asociadas a la Prlari-aei0n de la fibra :- 


puede expresarse así; 272 Td =>» =YP 431] 


Teniendo en cuenta las fórmulas [6] y [113 , [121]. y ES 
oa Vesp se EN la a AanES relación: 


MESES 


que se reduce a E ceudcaón! elo por Rattay cuando Ge es : 


mucho mayor que TA $e y 
Si la fibra se comporta en forma pasiva, en lugar de la ecuación : 
(403 se tiene ahora: 


; 2 a% > 2. a. Po ; á 
Ta 2 4 (Va Ve) As Sn ri LAT. 
Th=RmCm es la constante lineal de membrana y Am es la > , 


denominada constante de espacio de la fibra: Roa Ya 

A Nut 

A 

El sistema de ecuaciones 171 81 Y [143 suministra un 

punto de partida para el análisis del surgimiento y la: 

propagación de un potencial de acción en una fibra excitable 
estimulada por medio de electrodos extracelulares.-— 


Para el estudio del proceso de excitación suponemos que <P (t,=) 
es conocido: es la restricción sobre la curva que representa la 
fibra excitable del potencial E/£, F) en el conductor de volumen 
de los tejidos. El campo Zlt£,F) se origina a su vez de la 
interacción eléctrica entre espacios intracelulares, espacios 
extracelulares y membranas, de modo que debería interpretarse, al 
igual que las demás variables y parámetros, en el sentido de los 
campos promediados (Suárez Antola, 1991). . Las propiedades 
reactivas de las membranas prácticamente desaparecen al 
promediar, de modo que el campo medio exógeno <2 corresponde al 
potencial eléctrico en un conductor de volumen equivalente que se 
puede considerar come un conductor óáhmico en primera aproximación 
y se puede calcular mediante el procedimiento esbozado en la 
parte (Aj de este capitulo. 


Pera las corrientes lccales generadas por los electrodos 
estimuladores realmente atraviesan y polarizan las membranas, en 
particular las membranas excitables de la fibra blanco de la 
estimulación. Se produce entonces un sistema de corrientes en el 
interiar de la fibra y en su exterior. Fara representar esto se 
utilizó un modela olobal unidimensional de la . fibra, 
introduciente un potencial eléctrico intracelular y un potencial 
eléctrico extracelular que se expresó como suma del campo medio 
local HB (t,x) y un potencial reactivo o de polarización Vep (t,2) 


Como consecuencia tenemos aquí, de hecho, dos dominios espaciales 
superpuestos: el dominio tridimensional asociado a los tejidos 
bialéágicos, idealizados como un conductor de volumen Óhbmico, por 
un lado, y el dominio tridimensional asociado a la fibra blanco 
misma, ¡idealizada por una curva sobre la que se dispone un cable 


na lineal. Esa misma curva también forma parte del conductor de 
volumen de los tejidos. 


Todo esto se halla de alguna manera implícito en los trábajos E 
sobre estimulación. eléctrica de fibras por electrodos: 
extracelulares, pero es necesario plantearlo en forma explicita: 


para poder comprender el sionificado y las limitaciones de. los 
modelos de este tipo, así como para poder estudiar su relación. 


con la reciente teoría de los bidominios que se ha comenzado san 
desarrollar para el análisis del flujo de corriente eléctrica «en. 
sincicios funcionales (como el miocardio y el músculo liso 


eléctricamente acoplado). 


La función activante 9 7E lex e establece la conexión entre el 
E > 

flujo de corrientes eléctricas en el conductor de volumen de los 

tejidos y la polarización de la membrana de la fibra, puesto que 

“aparece en el sistema de ecuaciones E71T. [8] y [14] como el 

término fuente que fuerza el voltaje tramsmembrana y a las 

variables cinéticas a apartarse de sus valores de reposo. 


La hipótesis de cuasi-estacionareidad nos permitió factorizar el 
potencial (fórmula A[27] ) de forma tal que sobre la fibra se 
tiene E (t: a = 1(t) Híx), donde I (t) es la corriente global 
aplicada y Y (2) es la restricción de la función %(F) (introducida 
en la sección (A) de este capitulo) sobre la Curva que, 
geométricamente, suponemos que representa a la fibra. 


Entonces la función de activación se' puede factorizar a su vez 
así: 2? B/t/%) = 1 (t) F[x>) [17] donde F (tx) = 4*4/4) [18] 
IX? Ax? 
da el efecto de la geometría del campo de corrientes exúgenas 
sobre la fibra, Propongo denominarlo "factor de forma" puesto que 
nos permite describir el efecto de una distribución de Campo 
arbitraria sobre el proceso de excitación, em particular nos 
permite estudiar el efecto de campos debidos a electrodos no 


puntuales de formas diversas, que es uno de los objetivos de este 
trabajo. 


Supongamos que el conductor de volumen es homogéneo. ¡isótropo y 
no acotado. Y el electrodo activo se halla situado en el origen 
de coordenadas mientras que el electrodo indiferente se encuentra 
en el infinita. Asumiendo que el electrodo activo se puede 
considerar puntual, que q es la conductividad de los tejidos, 
poniendo un sistema de coordenadas tal que el plano x,z contenga 
a la fibra y al electrodo «ctivo, con el cil en este último y 
el eje x paralelo a la fibra, tenemos lx 2) = de donde 
se desprende que el factor de forma monopolar mE ar nas let 22) 


Fíx!l= E (+4 z? Y 
(Ver fig 1) Aquí Z ts la distancia entre el 
electrodo puntual y la fibra. 


Si tenemos varios electrodos aiuituales activos de coordenadas 
( ALZA ) el factor de forma del campa resultante es la 


combinación de los factores de forma monopolares 41 U-4V> (2-24 1 
HT Clay (2 121% 


adecuadamente pesados (según que actúen coma puntos sumentes 
(cátodos) a como puntos surgentes (ánmodos) y según la fracción de 
la corriente total que les corresponda). Así, la fig. 2 muestra 
el factor de _Torma correspondiente a un dipolo orientado 
paralelamente a la fibra, con sus polos lo bastante próximos 


entre sí  COmO para que la interferencia entre sus factores de 
forma monopolares sea significativa. 
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Pero el concepto de factor de forma se aplica también al Campo 
generado por electrodos de tamaño finito (no puntuales), de forma 
arbitraria, así como aun conductor de volumen heterogéneo y - 
anisótropo, siempre que sea óbmico y siempre que la fibra posea 
propiedades constantes en toda su lonmgitud.- 


Podemos ahora precisar un poco más uno de los aspectos de nuestro 
propósito de describir el efecto de un campo generado por un 
electrodo de forma arbitraria sobre el proceso de excitación, 
estableciendo como: un objetivo parcial el desarrollar una 
descripción paramétrica de dicho campo, de manera de poder 


determinar luego cómo depende el factor de forma de esos 
parámetros. 


AE AE A A A 


OR 


Consideremos ahora el problema de las condiciones de borde que es 
necesario imponer en los extremos de una fibra de longitud f;¿ . 
Supongamos que sus extremos está aislados eléctricamente, de modo 
e que el potencial intracelular debe verificar las relaciones 
e 9VY¿/+4,0)- 9 Y; (t, £,) =0 para todo instante de tiempo 
5 a Ñ 


(condiciones de borde de Neumann homogéneas). Si despreciamos el 
aporte de Ve,p (t,*X)yde estay últimas relaciones y de Vy = Yy-—S£ 
se desprenden las condiciones de borde: 


Vat D Mead 23 ESO 1H) 2 glo) (2037; alt (23 42 IB) [20 


a el potencial AN Esad o iGnsa de GA de Neumann 
Se no homogéneas). Durante la estimulación, cuando la corriente 1(t) 
ño es mula, se tiene un-problema con condiciones de contorno_no 


homogéneas. Una vez finalizado el pulso estimulador, IVm!+ 0)= Mé 4p)= =0 
Z para todo t. 9 


Si los extremos de la fibra actúan como una resistencia eléctrica 
concentrada Ro y sí os rajado es la resistencia por unidad de 


longitud del interior de la fibra, se tiene; 2 ty0la- E (Voto Velé0) 
Vi té, dp) -- E (¿1 Lp -Velt, Lp) 
Se e, tp- e Es ad e 


(Condiciones de borde de Robin). 


O Poniendo Vir Vi - Ve Y Ver E se obtiene: 


3H 4/0) 4 EV HH 0]=-— 235/4,0) -- TCENELO) [24a] 
AS p E A q 
VALE, 14) + FAY A It dp) — FE 14 dp) - - TG (4) E 24 L1 


a dE de borde de Robin no homogéneas 


En electrofisiología se utilizan algunas veces, en trabajos in 
vitra, electrodos que se denominan "electrodos fluídos” y que 
generan en el conductor de volumen de los tejidos un campo de 
corrientes eléctricas cuyas lineas son prácticamente paralelas. 
(Rushton, 11927 y 1934; Fatt, 1964; Clerc, 1976). Otras veces se 
emplean sistemas multielectroda que generan en parte del 
conductor de volumen de los tejidos regiones donde las lineas .de 
corriente son aproximadamente paralelas y esas regiones poseen 


] dimensiones mayores que la longitud de ciertas fibras que se 
a busca estimular in vivo. 


En estos casas el A dado por uma expresión 
del tipa 3 ir) -Edte. ro [22 la menos de Si constante 
arbitraria By que se puede tomar nmulal, donde Ele ¡Fr le -V BE F)e E t)]Je 
es el campa eléctrica cuya dirección, dada por el versar ES s ES, 
constante. Se tiene Eo (t)1 = Ko 1(t) [23] de modo que FO?) ig 


Dd 


en este caso. 


-fAiquí Ko es una constante y C=X*( + +*2% es un vector de 


posición de componentes¿ X, Ji? en un sistema de coordenadas 
cartesianas ortogonales. j 


Si una fibra excitable recta se halla inmersa en el conductor de. PA 
volumen, sometida a este campo eléctrico constante, el potencial Ho, Z. 
varía linealmente en función de la coordenada de posición sobre 
dicha fibra. Como consecuencia la función de activación resulta 
identicamente mula en todos los puntos de la fibra. 


ALE ¿Cómo se produce la excitación que se observa experimentalmente 
e en este casoz para pulsos de corriente de amplitud y duración 
te adecuados? . 


AS La polarización de la fibra se asocia ahora a las condiciones de 
borde no homogéneas, como las [204] y (20bl o las [21a] y (2161, 
siempre que el segmento de recta que corresponde a la fibra no se -- 

. : encuentre situado transversalmente respecto de la dirección del 

O campo. En el extremo de la fibra donde el potencial Y es mayor 

i se produce una entrada de corriente (corriente hiperpolarizante) 

a través de la membrana, mientras que en el otro extremo se 

produce una salida de corriente (corriente despolarizante) a 

través de la membrana: se generan así un ánodo fisiológico y un 

cátodo fisiológico, distribuidos a lo largo de la fibra, con un 
punto. meutra donde la corriente transmembrana se anula separando 
la región del ánodo de la región del cátodo fisiológico. 


Todo esto se aclara más si consideramos lo que ocurre cuando la 
fibra se curva en el campo externo de corrientes uniformes. 
La dee 3 muestra una fibra representada mediante un arco de 
> curva « de longitud %. Si s es la longitud de arco medida a 
partir a un extremo de la fibra, la curva puede determinarse a 
partir de la función vectorial P.T, (5) « [En ese caso la 
restricción del potencial S3(t,/P5 sobre la curva Me viene dada 
por 3 función 3(t(1)=-Eo (t) 22 F2(S) ., paras entre O y fe. 

o si El (s) = qe es el versor tangente a la fibra en el punto 
de abscisa curvilinea Ss, la primer fórmula de Frenet-Serret (Aris 
19892, Cap 3) permite relacionar la variación de este versor con 
la curvatura de flexión Re(sl de la fibra en ese punto y con el 
versor normal Prineiestmels): al aa mf), Teniendo ésto en 


cuenta obtenemos: 4 00- a: Cs END): [241 y la función 


activante 9 dE He (q = KElD) Eolt) 2.m [25] 

952 Y 
Entonces, si la fibra es recta, ES vale cero para todo s lo 
cual anula la función activante aún' durante el pasaje de un pulso 
Ñ de corriente. En ese caso debgmos resqlver las ecuaciones 

Ty Pull, 0) 4 Roy Tio: Vs, W)- 4 lt 0 We FCVn, W 

- En | las Condiciones MMicialés Y/O, S)=Vr y Ww/0,s) para todo | 

s entre U y te, Ga con las comdiciones de cos EE i 


; Z (4 
Y 2Ym lt 4p= Es (H e. E que se obtienen a partir de [20] y [24] 
ER 
Aqui E, es un versar constante en dirección de la fibra, El 
término fuente del proceso de polarización se encuentra en las 
condiciones de borde y su intensidad es proporcional a e, f. o 


c4) 2, Ascer. So e 


co tas E 
Nx 


sea al coseno del ángulo que forma la fibra con el campo externo. 
(Esto suministra la. base para una justificación de la.-ley 
empírica del coseno para la reobase establecida por Du" Bois - 
Reymond, según se verá posteriormente. Al parecer, el primero que... 
ofreció una deducción de esta ley fue Rushton (1927)). 


Si la fibra no es recta, de las fórmulas [23] y [23] se obtiene, 
teniendo en cuenta nuestra definición del factor de formas, la 
siguiente expresión: F (s) = - Ko. es) 2. mln [267 


El factor de forma se anula entonces en todos los puntos que 

poseen curvatura de flexión nula o en los puntos en los que la 

fibra es paralela al campo externo. En los demás puntos el factor 

de forma es siempre distinto de cero. (La función activante es 
PS) = TIE)F(r), Por definición del factor de forma, de modo 
s2 E 

que este último no depende del valor de la corriente total 


aplicada, a diferencia” de la función activante que sí es 
proporcional a dicha corriente). Ml ld 


AR ata RRA RE ds E, CR ERA 


: 


En el caso general, es ne OS ASES resolver las ecuaciones: a 
En 2148 Zion (a, W)=An 2 on An Ko repre) TH Elf, 2 Flv 7) 1240 > 
con Es condiciones indias Vu/0/5)= Va (2 y Wo, 0.3) mA C28L7 y contas 
condiciones de borde ZN 012 Ko 2.2 L; [0) T Iéj [2927 


2Ye le, dida Ko ELE (Ap) Té) 0294] 


Este problema al parecer no había sido planteado mi en 
consecuencia estudiado hasta ahora. Su investigación permitirá 
comprender ciertos resultados no explicados obtenidos ( por 


Rushton y otros electrofisiólogos clásicos) empleando fibras 
estimuladas mediante electrodos fluídos en condiciones en las que 
dichas fibras se apartaban sensiblemente de un segmento de recta. 
No obstante , los electrodos fluidos poseen actualmente mucho 
menor importancia electrofisiológica que los otros tipos de 
electrodo, que generan una polarización más localizada en la 
fibra blanco de la estimulación. Casi no poseen importancia 
médica. For este motivo centraremos nuestra atención 
fundamentalmente en los demás electrodos, de mayor importancia 
electrofisiológica y médica. De todos modos es importante señalar 
que, estimulanda el sistema nervioso central mediante conjuntos 
de varios electrodos puntuales adecuadamente dispuestos. es 
posible obtener en ciertas regiones del mismo campos  promediados 
aproximadamente uniformes en los que se encuentran situados los 
elementos blanca de la estimulación. For _-tanto, el estudio 
Tisicomatemático del problema que acabamos de plantear presente 
un interés considerable desde este otro punta de vista. Además, 
según veremos más adelante, empleando como electrodos activos, 
electrodos cóncavos relativamente grandes, es posible producir 
uña región, «algo alejada de la superficie del electrodo, en la 
cual las lineas de corriente son relativamente paralelas y los 
campos eléctricos son más intensos que en otras partes del mismo 
conductor de volumen. El estudia teórica de la estimulación de 
una fibra excitable de longitud comparable a inferior a las 
dimensiones de la mencionada región de Campo eléctrico Casi 
constante cae  gentro del prablema fisicomatemático planteado, 
aunque al parecer estos electrodos cóncavos no han sido hasta 
ahora utilizados en neurcestimulación. (Fueron originalmente 
concebidos para estimular sincicios eléctricos funcionales Como 
el miccardio y el músculo liso eléctricamente acoplado, pero no 


TEA AR 


se pueden descartar a priori aplicaciones interesantes de esos.“ 
electrodos en la estimulación de fibras nerviosas y fibras: 
musculares esqueléticas). : . 


E 
E] 
+ 


a iS 


o 


.acción en da fibras localmente polarizadas se han efectuado casi 


(€) Aproximación por análisis modal no lineal a la diná 
umbral. -. El intervalo de influencia y los... 
fisiológicos" ; 


La estimulación eléctrica de Tibras mediante electrodos 
extracelulares plantea problemas de umbral que han sido poco 
estudiados desde el punto de vista fisicomatemático. La mayoría 
de los -escasos trabajos sobre la génesis de los potenciales: .de 


siempre empleando métodos computaciones ab-initio y hasta hace 
relativamente poco tiempo el interés se había centrado en “la! 
simulación digital de la estimulación por microeléstrodos! 
intracelulares (Jack, Noble y Tsien, 1983). 


Desde el notable y prematuro intento de Rushton (1937) hasta el. 
reciente trabajo de Rubinstein y Spelman (1988) no parece haber 
habido formulaciones analíticas de una teoría de la excitación de 
fibras por medio de electrodos externos. Aunque este último 
trabajo es en sí muy interesante y valioso¿no aborda el problema 
del umbral. Se basa en un modelo lineal de la polarización de la 
membrana de la fibra nerviosa amielínica equivalente a utilizar 
la ecuación lineal B[13] sobre una fibra amielínica inmfinita 
estimulada por electrodos puntuales (cátodo. ánodo, dipolo). No 
tiene en cuenta variables de activación niYrecuperación. Tampoco 
discute la cuestión de los estados umbral. Aplicando la 
transformada coseno respecto de la variable espacial y la 
transformada de Laplace respecto del tiempo obtienen una función 
de transferencia que conecta la transformada doble del potencial 
eléctrico extracelular con la transformada doble del potencial 
transmembrana. Todos los resultados que se presentan en el 
trabajo de Rubinstein y Spelman surgen esencialmente del análisis 
cuidadoso de las propiedades de filtro temporal y espacial que 
posee esa función de transferencia, junto con algunas 
suposiciones ad-hoc y poco explícitas sobre el umbral. 


Para superar las limitaciones inherentes a este encare analitico, 
sin tener que recurrir a métodos computacionales ab-initio (o sea 
a fuerza bruta), es necesario afrontar directamente el problema 
no lineal original. Esto puede hacerse, en el espiritu de la 
sinergética (Haken, 1983), empleando un procedimiento de análisis 
modal no lineal que resulta de combinar el metodo de Eckhaus con 


la teoría de la estabilidad y las bifurcaciones de los sistemas 
dinámicos. 


Fartiendo de un estado estacionario localmente estable, el 
metodo de Eckhaus (Eckhaus, 1765; Denn, 12973) permite calcular el 
tamaño de una perturbación que calisa inestabilidad en un sistema 
con parámetros distribuidos. La teoría de bifurcaciones (looss y 
doseph,. 1990) permite interrelacionar la amplitud umbral de la 
perturbación con los parámetros del sistema dinámico.- 


En.” principio ésto debería permitirnos estudiar la dinámica del 
umbral, teniendo en cuenta los procesos de activación y de 
recuperación de la membrana excitable, para fibras de cualquier 
diámetro estimuladas mediante historias arbitrarias de corriente 
total aplicada, para electrodos de cualquier forma, tamaño Y 
posición respecto de la fibra blanco de la estimulación. Fodremos 
cbtener luego expresiones aemalíticas para las funcionales de 
excitación de los sistemas electrodo-tejidos-fibra blanco 
involucrando los parámetros locales de la excitabilidad de 


membrana y laz caracteristicas de la geometría del campa de 
pal ER 
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corrientes eléctricas generado por di 


Esta aproximación se puede extender a su vez al análisis de. el 
estimulación de sincicios eléctricos (como el miocardio) po 


medio de electrodos extratisulares. Como' consecuencuencia puede: 
suministrar al menos parte de las bases:de una nueva teoría 


analítica de la estimulación eléctrica de tejidos biológicos; 


complementaria respecto de, e interrelacionable con las - 


aproximaciones teóricas actuales basadas fundamentalmente en el 


ESE 
empleo de métodos de simulación digital ab-initio. (Obsérvese que- * 


es posible efectuar una simulación digital de la dinámica del * 
umbral "a partir de las ecuaciones de evolución .obtenidas por +: 


análisis modal). 


El primer pasa del metodo cóncieta en aproximar las funciones 


Jionl Va, WY) Y FE Va, W) (f= 1,2....+p) que aparecen en las 
ecuaciones Br73) B[8] y BLi4] mediante rió ria en 
términos de los apartamientos * «Y = Vm - Ve y W - Wys R 

(ij = 1,2,+.+..p) de las variables de campo A de sús valores 


de reposo. (El estado de reposo es el estado estacionario 


localmente estable respecto del cual se estiman las perturbaciones 
que causan inestabilidad empleando el método de Eckhaus). Se 


obtienen así las ARS ecuaciones, donde los siímbolos se 
explican por si mismos: 


9 ta, ajo tp A y : ES] + Lag) Mo 
w: (4) Um ta : 

27 de =2_ b 7. , Y Wars dd AS 

Em, E ajoes > 

El paso siguiente consiste en sustituir las ecuaciones a 
derivadas parciales no lineales [ldaJ.[1b1l (que describen la 
polarización de la fibra en un Campo de corrientes exógeno) por 
un conjunta infinito de ecuaciones diferenciales ordinarias no 
lineales que describen la evolución del campo de estados de la 
membrana excitable en términos de ciertas amplitudes de modo. Las 
amplitudes de modo se er proyectando las variables del 
campo de estados Mqí1(t, >), po (tx) (7 =1.2.....<p) sobre los 


elementos de un conjunto 0 des AA de funciones propias 
adecuadamente construído. 


Si LPn00)JneN es ese conjunto de funciones propias, se tiene 


ví tx) A [2a1 y Will E BY pala) 0261 donde 
n 


Antt) y Br 4) (ji = 1.2,---.p) son las amplitudes de modo en 
cuestión. 


Sustituyendo el ansatz [2a],[2b] en las ecuaciones de campo [lala 


[16] Y proyectando sobre cada una de las funciones propias, se 


obtiene el mencionado sistema mo lineal de ecuaciones de 
evolución para las amplitudes de modo. 


Cada amplitud de modo se excitará a partir de sus interacciones 
con Otras amplitudes de modo (correspondientes al desarrolla de 
la misma variable de campo o correspondientes a otra variable de 
campo) y en el casa particular de las ecuaciones de evolución 
para las amplitudes de modo An (t) correspondientes al voltaje 
transmembrana U(t, xXx ), dichas amplitudes se excitarán forzadas 
por un término proveniente de la proyección de la Tunción 
activante de Rattay (más concretamente. de la proyección del 
factor de forma del campo de corrientes exógenas) sabre la 


] und q "q A 0? fe EE ze O) Ma] 


h1b1 


función propia del modo considerado. 


El sistema dinámico así obtenido puede ser eventualmente 
truncado. simplificado y estudiado, En particular, cuando la 
corriente aplicada es nula, es posible identificar un conjunto de 
decaimiento, un conjunto umbral y un conjunto amplificador, ahora 
en un espacio de amplitudes:de modo en vez de en el espacio de 
las variables Y y Wg (1= 1,2.-+.-..p) que usamos en el caso de la 
membrana excitable uniformemente polarizada. 


Ahora bien, todo este procedimiento se basa en la posibilidad de 
construir un conjunto ortonormal de funciones propias para un 
problema de Sturm-Liouville con condiciones de borde separadas y 
homogéneas en Jos puntos extremos de un intervalo espacial de 
E e»tensión finita. En este caso el operador diferencial es 

Pr _aA* de modo que la ecuación de las funciones y valores propios 
: 2 


] impl t AD, ad 
es simplemente LS =p dl £-31 


i 0 Para que las variables de campo vít,x) Y wy([t.x) (j = 1l¿27...:Pp) 

e puedan expresarse adecuadamente mediante las fórmulas [2a1] y [2b1 
> las condiciones de borde impuestas a las soluciones de la 
ecuación [3] deben también verificarse (al menos aproximadamente) 
en el caso de las variables de campo. en particular deben. 
verificarse para el potencial transmembrana referido a su valor 
de reposo v(t.¿x) que es la variable directamente influída por el 
pulso estimulador. Fodemos preguntarnos ahora si es posible 
identificar, sobre bases físicas, un intervalo espacial finito en 
cuyos extremas el potencial transmembrama verifique condiciones 
de borde separadas y homogéneas del tipo que aparecen en los 
problemas de Sturm-Liouville. 


eel ARTS SERE a 


Como toda fibra posee de hecho una longitud finita / “ Parece 
natural usar el intervalo espacial [0O, 11 añadiendo'condiciones 
eN x= Q y en x= di. Una vez finalizado el pulso estimulador, 
v(t,x) verifica condiciones de Neumann o condiciones de Robin homogeneas 
(según se desprende de las fórmulas E[20] o bien de las E[21] si 


O anulamos la corriente eléctrica aplicada). 
Supongamos que se verifican condiciones de Neumann homogéneas 
214 0) 2/2 Ls) =O [4] en los extremos de la fibra. En 
Ix 1 ox l 
ese Caso de [3] y [4] cbtenemos el conjunto de valores propios 
n= 7" 
PAE ¿2 ES] Y las funciones propias normalizadas 
respectivas a mix A 
: ic a ii rd Dl di CE] 


En principio el mismo marco E A utilizarse en el caso de 
una fibra larga estimulada "in vitro" por electrodos fluídos del 
tipo usada por Keith Lucas, Rushton y otros fisiólogos si se 
sustituye por la distancia intrapolar (o sea la distancia entre 
las dos placas transversales a la fibra que constituyen los 
electrodos en este dispositivo). (En el caso del electrodo fluido 
" utilizado por Clerce (1976) puede ponerse directamente la longitud 

de la fibra estimulada). Si una fibra se sumerge en un electrodo 
> fiuido, el campo de corrientes eléctricas excita fundamentalmente 
un conjunto relativamente pequeña de amplitudes correspondientes 
z Tunciones propias de bajo orden durante el crecimiento de una 
polarización subumbral.Fero en las más frecuentes (y quizás más 
importantes, al menos desde el punta de vista médico) formas de 


estimulación (in situ, se coloca un único electrodo monopolar 


fibra blanco, mientras que un segundo electrodo, indiferente - 
(usualmente un ánodo) se pone alejado de dicha fibra. (Algunas E 
veces se utiliza una estimulación multipolar por un conjunto de. + 
dos o más electrodos activos relativamente próximos. El 
comentario siguiente se aplica tambien a este caso.) 


La longitud del intervalo de polarización de la fibra, debido al 
electrodo activo, es por lo general bastante pequeña ' en 


poder describir una perturbación tan localizada empleando 
amplitudes de modo y funciones propias referidas a la totalidad 

de la extensión de la fibra es necesario excitar y combinar un 
gran número de modos con amplitudes comparables. Se cancelan unos 
a Otros excepto sobre el intervalo de influencia del electrodo 
Ao. estimulador (es decir, sobre el intervalo en el que la 


ll polarización producida por el electrodo estimulador es 
significativa).- 


0 No obstante, visto desde la perspectiva de cada modo separado 
(asociado con el total de lla extensión de la fibra), una 
“ perturbación muy localizada origina una gran perturbación a una 
considerable distancia. Esto na es conveniente si nuestro 
propósito es desarrollar una aproximación analítica a la dinámica 
- del umbral empleando amplitudes de modo coma nuevas variables de 
estado. De hecho es aconsejable trabajar con tan pocos modos 
interactivos como sea posible.Como resultado de ésto es necesario 
buscar otro conjunto de valores propios y de funciones propias, 
definidas sobre un intervalo espacial finito, adecuado a la 


nueva situación en la cual la perturbación producida por el 
E electrodo está muy localizada. 


Cuando la perturbación polarizante está muy localizada, las 
- condiciones de borde en los extremos de la fibra pierden 
z importancia y esta última puede considerarse, a los fines del 
- estudio de la dinámica del umbral, como si tuviera una extensión 
R infinita. Ahora. bien, el intervalo que estamos buscando debe 


o estar estrechamente relacionado con la distribución espacial de 
- la perturbación localizada. Pero en las ecuaciones para las 
' variables de campo v(1tt, x) y w¿(t.x) (j3 = 1,2,-..p) el único 
término fuente, a través del? 


cual se conecta el estado de la 
y membrana excitable con el campo de corrientes eléctricas exógenas 

tproducida por el electrodo en los tejidos) es la función 
activante de Rattay-. Fartiendo del estado de reposa: de las 


e ecuaciones [la] y [16] se desprende que Iv será positiva 
A 

Ñ (despolarización) donde Z + es positiva, y será negativa 
x 


OS 223 
3 (hiperpolarización? donde 2 4 es negativa. 
p AHx2 
y Comu. consecuencia de ésto, la extensión del efecto polarizante 
del campo de corrientes eléctricas debido al electrodo activo (o 


> al sistema de electrodos, según sea el caso) debe estar 
Ñ estrechamente relaciomado con el intervalo espacial en el que la 
correspondiente función activante es siqnificativamente distinta 


- de cera. 


Cuanda la distancia entre un electrodo puntual y la fibra blanco 
es igual a cera, la función activante presenta una singularidad 
fuerte.  —Debida as éstos en la que sique descartaremos situaciones 


NX 


activo (usualmente un cátodo) tan cerca como sea posible de la “+ 


comparación con la longitud de la fibra misma. Entonces, para 


en 
superficie . externa de la fibra, excepto como un Caso limite. 


Consideraremos electrodos. activos colocados a una distancia- 


variable de la fibra. No demasiado cerca, porque si el electrodo 
estuviera muy cerca de la fibra la teoría del cable, tal como la 
usamos en esta memoria, no sería aplicable. Pero eventualmente 
el electrodo activo debe estar lo suficientemente próximo a la 
fibra como para que deban tenerse en cuenta los efectos del 
tamaño y. la forma del electrodo sobre el umbral. 


Supongamos por un momento “(ques dada una función activante 
cualquiera podemos construir ún intervalo espacial finito en 
cuyos puntos extremos podemos igualar el voltaje transmembrana a 
su valor de reposo, 0 sea igualar v(t,x) a cero. En ese caso 
también podremos anular las variables de campo wg(t,x) en esos 

puntos, Extr mos. Retormando a la ecuación (3]%de esta sección, 
podemos > SFmular un problema de Dirichlet homogéneo para la 
función 3 (x). Esto da los valores propios /'n = LAS 17] 


(n= 1,2,+... ) y las funciones propias nir) = mqatix [Ba] - 
| E ? " á 
cuando nes impar y Yer 13 Amul2 [8b] cuando n es par. 


Aquí Á es la longitud del intervalo de influencia del electrodo 
a sistema de electrodos sobre la fibra blanco de la estimulación 


y hemos puesto el origen de coordenadas en el punto medio de 
dicho intervalo. 


Examinemos ahora la cuestión de asociar un intervalo espacial 
finito (intervalo de influencia) a cada función activante: 


EZ lb ad Té] Elx) 


(férmila Eli7]). Puesto que la función activante es proporcional 
al factor de forma F(x), si suponemos que la fibra blanco se 
encuentra en reposa antes de ser estimulada, la extensión 
espacial de la polarización de la fibra debe estar relacionada 
con el intervalo en el que el factor de forma difiere 
significativamente de cero. Fero, ¿cómo podemos identificar un 
intervalo semejante? 


Conviene comenzar por un sistema electrodo-tejidos-fibra blanco 
en el que el conductor de volumen de los tejidos es: Óóbmico, 
homogénea e isótropa (con conductividad eléctrica 9). el 
electrodo activa es puntual (monopolo) y se encuentra sumergido 
en €el conductor de volumen de los tejidos a una distancia Z de 

la fibra blancos que se considera recta y de extensión infinita 
en ambas direcciones. En ese caso, por la fórmula E[19] sabemos 

que el respectivo factor de forma para ese Sistema electrodo- 


fibra es En. Rat?) 


—— O 
AT (22 za 

Según veremos más adelante, €el factor de forma del sistema 

electrodo-tejidos-fibra blanca para un electrodo convexa y con 

simetría de revolución en un conductor de volúmen homageñeo. 

isótropao y áhmictr posee las mismas características generales que 


el factor de forma del sistema electrodo-fibra para un electrodo 
puntual. 


Esto se muestra cualitativamente en la fia. 4. que representa el 
En is a fr a 

tactor de forma para un electrodo convexo simetrico. En el 
intervalo =Xo << Ra 2 Fíx) es negativo. Entonces, multiplicado 


Ea == 


las: que un electrodo puntual se encuentra adherido a la: 


IEA is SÓ 


5 
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por una corriente negativa (catódica) 1 (t) origina una función 
activante positiva que tiende a despolarizar la membrana de la 
fibra en ese intervalo. 


Fara un electrodo puntual se tiene 9 = 0.70% y el punto de 
inflexión X74 QUe muestra la fig. 4 verifica Xyy= 0:36. Sobre 
los intervalos =0 < A<->Mg9 y 9 <2X<40 hay dos alas laterales 
donde F(x) es positivo, de modo que, multiplicado por una 
corriente  catódica, tiende a hiperpolarizar la membrana de la 
Tibra. 

Contrariamente al efecto de despolarización bien localizado en el 
intervalo [== Xo, + Yo ) “cuando el electrodo funciona como 
cato do este efecto de hiperpolarización es algo difuso. Cuando 
xl tiende a +e2o , el factor de forma de un sistema electrodo- 
Tikra con un electrodo puntual, tiende a cero como _1. 2, 1 
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En realidad, cuandolx!l crece lo suficiente, el factor de forma 
para un electrodo finito de cualquier forma Y tamaño debe 
comportarse como el factor de forma de un electrodo puntual 
situado en el denominada centro electrica del electrodo finito. 
(El potencial eléctrico 31/14, 7) debido a una distribución de 
fuentes de corriente en la superficie de un electroda de tamaño 


“finito puede expresarse por una expansión multipolar. El centro 


eléctrico es el único punto del espacio tal que cuando se lo toma 
coma origen de la expansión multipolar, el término dipolar 
desaparece. Toda ésto se estudia posteriormente en la próxima 
sección, al considerar el efecto de la forma del electrodo sobre 
la geometria del campo de corrientes eléctricas generado). 


Coma muestra la fig. 4 cada ala lateral del factor de forma 


¿presenta un máximo y un punto de inflexión. Fara el caso del 
electrodo puntual, la abscisa del máximo es Xm= 1,217 y la 
abecisa del punto de inflexión es za =1,6942:%Z , Además - F (Xm) re 

DOLL 20 y Ely Co0,16. F (0) 7 

FO) 
BROTE desde X= = zz en adelante Fíx) tiende a cero 


PreAPOrRTOO Amen ES a 1/ |7J2- Construimos el siguiente números 


Xy = Kzpla + (Faz) / | rta) ] >) Ea] 


Su significado qecmétrico queda clara a través de la.figura 4. 
Propongo tomar el intervalo (-*¿, +%A¿) como el intervalo de 
influencia del electrodo sobre la fibra, que estábamos buscando, 
en base al siguiente argumento. 


Consideremos la restricción de la función F (xx) al intervalo 
[xx2, + o), Entones 1/0 una medida natural y admitida 


(Lin y Segel, 1976. p 215) de la escala espacial propia de la 
función  F (xi? en el mencionado intervalo. Esto es asi en el 
sentida de que es una estimación matural de la minima distancia 
en la que la función sufre una variación significativa. 


Fero aquí FF. (9<) varia disminuyendo  monótonamente Con una 
pendiente monátonamente decreciente en valor absoluto. La escala 
de longitud considerada es entonces una medida, convencional pero 
conveniente y ampliamente utilizada, del  ¿ntervalo en el que 
F. (ox? disminuye hasta valcores prácticamente despreciables. Más 
aún, esta observación justifica el igualar a (Y It, Xx) a cero en 
ambos puntos extremos del intervalo (—Y¿¿+*X¿ ) como una 
aproximación útil que nos permite utilizar el conjunto de valores 


2 “7 


DS 


] y de funciones propias [Sal y [(8b1 con É = Z 2; 


[10] 


propios E 


Todo esto puede ser generalizado al factor de forma de un sistema 
electrodo-fibra en el que el campo de corrientes estimuladoras es 
generado por una distribución de fuentes de corriente acotada 
pero arbitraria (asociada a un electrodo activo de cualquier 
forma y tamaño O bien asociada a Jn sistema de electrodos). El 
factor de forma respectivo tambien mostrará dos alas laterales, 
ahora posiblemente asimétricas, enmarcando un intervalo (-Xo, Ao) 
en el que el factor de forma puede cambiar de signo varias veces, 
coma se verá posteriormente al estudiar el caso de los electrodos 
CÓnNcavos « 


Fero para la construcción del intervalo de influencia solo nos 

interesan las alas laterales, cada una de la cuales presentará un 

punto de inflexión de abscisas**ei2 y “12 respectivamente. 

Efectuamos la misma construcción sobre cada punto de inflexión y 
7 s ne - 

obtenemos así los puntos extremos =x¿ y %¿ de un intervalo de 


influencia generalmente asimétrico, de longitud A TE 


Fara el caso de un electrodo puntual, -KTex1.67Z de modo que 

AE 301Z . Entonces para tel. .factor de forma del sistema 
electrodo-fibra cuando el electrodo es puntual y la fibra se 
encuentra situada a una distancia Z del electrodo, el intervalo 
de influencia será (13,0 Z9+ 3,02 ).o No depende más que de la 
distancia entre la fibra y el electrodo. 


De ahora en adelante, exceptuando el caso en el que la excitación 
deke estudiarse en el marco de los electrodos fluídos, 
asignaremcs un intervalo de influencia a cada factor de forma 
construyéndolo tal como se indicá previamente e  impondremos 
condiciones de Dirichlet en los puntos extremos de dicha 
intervalo. Esta nos permitirá aplicar el. procedimiento de 
análisis modal  esbozada en esta sección, al estudio de la 
dinámica del umbral. 


si la perturbación localizada producida por el electrodo 
estimulador genera efectivamente un potencial de acción, queda 
claro que las condiciones de Dirichlet no podrán mantenerse 
indefinidamente en los extremos del intervalo de influencia. 


Entonces cabe esperar que este modo de traTar la dinámica 
del umbral resulte aplicable a las perturbaciones producidas por 
pulsos estimuiladores subumbrales y a la primera fase de las 
perturbaciones producidas por pulsos supraumbrales. 


Por el contrario, el análisis modal efectuado empleando funciones 
propias asociadas a la totalidad de Ja Tibra permite, en 
principi0« €l análisis completa de la genesis de un potenciaf/de 
acción y su evolución hacia el potencial de acción propagado, 
también cuando la perturbación original se halla muy localizada. 


En la sección siguiente estudiaremos una forma de caracterización 
paramétrica del campo de corrientes eléctricas en el conductor de 
volumen de los tejidos. Esto a su vez permite determinar la 
relación entre esos parámetros y el factor de forma para cada 
fibra excitable que pueda hallarse inmersa en el campo de 
corrientes exágenas. A partir de la dependencia del factor .de 
forma de los parámetros del campo es posible analizar el efecto 
de la ceometria de la distribución de las corrientes 


SS 


r 


Pr 


estimuladoras sobre el umbral. . 


Fara finalizar esta sección, consideremos brevemente la cuestión 
de los polos fisiológicos a la luz de lo que sabemos del factor 
de forma para electrodos convexos. Cuando el electrodo actúa como 
cátodo cabe esperar que la excitación de cierre (ECC) se produzca 
en la región despolarizada central del intervalo de influencia. 
Fero a los costados la membrana se encuentra apreciablemente 
hiperpolarizada. 


Si esta hiperpolarización es capaz de inhibir la ECC (bloqueo 
anódico por el cátodo), podría ocurrir que al finalizar la 
corriente estimuladora se produjera una excitación catódica de 
apertura (ECA1 a partir de la repolarización (despolarización en 
este Caso) de las regiones de la fibra correspondientes a las 
alas laterales del factor de forma. Cuando el electrodo actúa 
como ánodo cabe esperar que la excitación anódica de apertura 
(EBAY. se produzca en la misma región central del intervalo de 
influencia, que ahora está fuertemente hiperpolarizada. Fero a 
los costados. la membrana se encuentra apreciablemente 
despalarizada. Si esta despolarización es lo bestante intensa, 
cabe esperar que se produzca una excitación anódica de cierre 
(EAC)  uriginada en las regiones de la fibra correspondientes 
nuevamente a las alas laterales del factor de  formás En 
principica todos estos fenómenos pueden abordarse en el marco del 
análisis modal no lineal.- 


E 
Aa 


pa 


(D) EX desarrollo/fmultipolar del potencial y el factor de forma 
del sistema electrodorcfibra 


Vamos a esbozar ahora una forma conveniente de caracterizar 
paramétricamente el campo de corrientes generado por un electrodo 
activo en el conductor de volumen de los tejidos: el desarrollo 
multipolar del potencial eléctrico. 


Coma en esta obra nos interesa especialmente analizar el efecto 
de la forma del electrodo sobre los fenómenos del umbral, 
comenzaremos estudiando un conductor de volumen óbmico, homogéneo 
e  isótropoz en el cual un electrodo de tamaño finito genera un 
campo cuasi-estacionario de corrientes estimuladoras. 


En €se caso el potencial eléctrico satisface la ecuación de 
Laplace V?23=0 en la región ocupada por el conductor de 
volumen, que supondremos se extiende hasta el infinito. Sea S una 
superfice cerrada: bilátera y lo bastante regular como para que 
resulten aplicables los teoremas de la teoría del potencial que 
se mencionan a continuación (Ramsey, 19643 Kellogg, 179543 Lin y 
Segel, 1976). 


nd - 
31 Tr es el vector de posición de un punto de la región exterior 
a la superficie 3, suponiendo que $ tiende a cero como PF Y 


Iva] tiende a cera como  14PP)12 cuando UF tiende a infinito, 
es posible demostrar (Ramsey, 1764, cap Yi Lim y Segel, 17976, cap 
16) que ás Pd, Ñ 
:7 a A / NS 17 
214,7) 7 a ll GAP DPP 
Ta Ep P 
Aqui , es la derivada en dirección del e 
E i 


en un punto de la superficie, «apuntando hacia el exterior de 
la misma- 


. . => 
Supongamos que S es una equipotencial, de modo que B/£p )= Bolt) en 
todo punto de 3. a r a encuentra en el exterior de la 
superficie cerrada, lla es nulo. (Esto resulta de 
EA 


aplicar el teorema de ss, teniendo encuenta que 1F-PN es 
solución de la ecuación de Laplace respecto de ' Pp, sin 
singularidades en la región interior de S 3). Como consecuencia de 
la fármula A [3] para la densidad de corriente electrica y de 
la ecuación [1] resulta, si S es una superficie equipotencial: 
rd y — — 
> —> m 
Bl Pd LS] AFPATIAOAA [21 
AT, F PI P 


sí pues, en la región exterior a la superficie equipotencial 
considerada, las fuentes del campo se pueden representar a través 
de la distribución de la componente normal de la densidad de 
corriente eléctrica sobre dicha superficie. 


Ponienda el origen de coordenadas en un punto de la reqión 
interior a S y desarrollando 1 MEN en serie de Taylor 
multivariable en torno al punto de vector de posición má Y 
sustituyendo luego en [2] se obtiene el desarrollo del potencial 
en multipolos que nos servirá de base para una caracterización 
paramétrica de la geometría del campo de corrientes generado por 
el electrodo estimulador (con el electrodo indiferente en el 


PJ) 


Po] 


infinito). 


El desarrollo multipolar es una herramienta muy utilizada en 
fisica-matemática y en fisica teórica (ver, por ejemplo, Wallace, 
1972, caps 3 y Az a bien Hochstadt, 1973, caps S y 6) desde hace 
macho tiempo. No okstante., en electrofisiología dicha 
herramienta ha sido poco utilizada, con la única excepción 
constituida por la fundamentación Tisicomatemática del 
electrocardiograma que recurre al concepto de "campo de 
electrodo” (ver Nelson y Geselowitz, 1976, caps 9, 9 y 10). 


El término qeneral del desarrollo multipolar del potencial 
eléctrico en el conductor de volugen, de los tejidos, denominado 
término 27 polar, es de la forma 5" > cas ón Als liar Ln 

da=f (274  Unzx IP pr+? 
donde %,d2, 43 son los cosenos directores del vector de posición 
respecto de los ejes de coordenadas. Los números me” Ñ son 
las componentes de un tensor de orden n. Cada 10m 


El desarrollo comienza por un término de monopolé: (2% polo) 
que corresponde al potencial de una fuente puntual de corriente. 


Los demás términos (pueden interpretarse Como correcciones 
sucesivas a este y de monopolo. El término siguiente es el 
dipolar (a polo) y AM EA Luega viene el término cuadrupolar 
(2% pola) - (Us y asi sucesivamente.  —Usualmente 
es suficiente con cortar el desarrolla en un termino de orden no 
muy elevado, caracterizando entonces el campo a través de las 
componentes de los tensores retenidos. 


Es importante destacar que si se elige adecuadamente el origen de 
cocrdena«das, es posible anular el termina dipolar. Esta elección 
es única y el punto asi determinado puede denominarse 
indistintamente centro eléctrico de las fuentes del campo 0 
centro eléctrico del electrodo estimulador. Cuando el origen está 
en el centro eléctrico el término que sigue al monopolo es el 
cuadrupola, que tiende a cero como 1/9 13 Entonces para puntos 
la suficientemente alejados del electrodo como para que los 
términos de corrección debidos a los momentos 2" _ polares 
inel.Sa...«) Sean despreciables, el potencial eléctrico se 
comporta coma el generado por un electrodo puntual situado en el 
centra eléctrico del electrodo finito considerado.- 


Cuando 3/2, P)2 1 H)%[/P)(como en el caso expresado por la fórmula A 
E2l2. los términos del desarrollo multipolar son todos ellos 
proporcionales a la corriente total estimuladora 1 (t). Además de 
12] resulta que en cada uno de estos términos aparece 1/49 coma 
factor. Separando  1(t), lo que queda en cada término del 
desarrolla depende exclusivamente de cómo se. distribuye la 
corriente total sobre la superficie  S. Suponiendo que la 
superficie del electrodo se puede  idealizar mediante una 
superficie equipotencial, resulta que los términos del desarrollo 
multipolar describen la influencia de la forma del electrodo 
sobre la geometria del campo de corrientes estimuladore8s,  —puesto 
que éstas son proporcionales a —- VB en cada punto del 
conductor de volumen. 


Para simplificar, consideremos un electrodo con simetría de 
revolución en torno a un eje que haremos coincidir con el eje 2 
de cocrdenadas. En ese Caso (Wallace, 19/72. cap 3) el desarrollo 


multipolar del potencial se simplifica considerablemente. En 


¿0 - 


nuestro casos teniendo en cuenta la posibilidad ya mencionada de 


factorizar 1(t 479 en la expresión [2] que sirve de punto de 
partida para el desarrollo, obtenemos la siguiente ecuación: 
3/t, rn, 9) = 0. s (Po Jones ) Pr (cor 6) fa31 
ATA  n=b 


Squi Fe Fl) > Ú es el ángulo entre el eje de simetria (el eje x) 
y el vector de posición y Pn (Ce7B ) es el polinomio de Legendre 
de orden n. Los P” son los coeficientes polares que describen la 
geometria del campo. Se verifica siempre Po = 1 (puesto que el 
término  monopolar corresponde al campo generado por un electrodo 
puntual o por un electrodo perfectamente esférico de radio To ). 
AdemáS, llevando el origen de coordenadas al centro eléctrico (lo 
cual, en este caso corresponde a un desplazamiento del origen 
sobre el eje de simetría del campo) se puede anular Pa con lo 
cual la caracterización paramétrica del campo, con ese origen 
para el  desarrallo multipolar, se obtiene empleando los 
coeficientes polares Pr para mmayor O igual a dos. 


Tanto el desarrolla (33 para electrodos con un eje de simetría 
de revolución como el desarrollo multipolar general para 
electrodos de forma cualquiera, convergen. para puntos cuya 
distancia al ar(gen sea mayor que la distancia al origen de las 
fuentes del campo situadas sobre la superficie S (la superficie 
de la cabeza del electrodo). Consideremos la serie A qe Fo (corB) 


) no rrn+! 
y trunquémosla en el término n = m. En ese Caso 


7, CPr/pmery Polcrr Bd E Cha yn gs Pol cr 0) 4 Ren (TP) [4] 
N=0 nz 


El resto Rm (1,9) expresa el aporte de los momentos A polares 
de  crden n superior a m. Puede ser acotado uniformemente de la 
siguiente forma (Kellogg, 1954, pag 144). Consideremos una esfera 
de radio a centrada en el origen de coordénadas "respecto del 
cual se efectúa el desarrollo, tal que en su interior quedan 
englobadas todas las fuentes del campo. Construyamos luego una 
segunda esfera, concentrica con la primera y de radio b mayor que 


a. En ese caso se puede establecer la siquiente acotación 
uniforme: <A, y (Mas 

para todo punto cuya distancia al origen sea mayor Oo igual a b. 
Dependiendo del cociente entre a y ba tomando m lo 


suficientemente grande se puede truncar el desarrollo multipolar 

E Y y > Es 
luega de los primeros m terminos, manteniendo una cota superior 
para el error por debajo de un valor preestablecido.- 


Surge asi la idea que he propuesto previamente en otros trabajos 
(Suárez Antala 1991 y 1992) de caracterizar el campo de potencial 
eléctrico (y por ende el campo de densidad de corriente) generado 
par un electrodo, «a través de la posición del centro eléctrico 
sobre el eje de simetria y de unos cuantos coeficientes polares 


Pa, P3, n.. etc. 


La posición del centro eléctrico y los coeficientes polares se 
pueden estimar empleando dos métodos.-— 


For un lado, midienda el campo de potencial eléctrico generado 
por un electrodo en una cuba electrolitica Y empleando el 
criterio de los cuadrados mínimos para ajustar los parámetros de 
un  desarrallo multipolar (adecuadamente truncado) a los datos 
experimentales (Suárez Antola, Griego y Fiandra, 19794). 


e 
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Por ctro lado, resolviendo muméricamente la ecuación de Laplace 

para el potencial, empleando las condiciones de borde apropiadas 

(potencial constante sobre la superficie que corresponde el 

electrodo, potencial nulo a una distancia que pueda considerarse 

infinita) y luego ajustando parámetros igual que en el método de 

la cuba electrolitica, pero ahora haciéndolo respecto de los datos 
cbtenidos en la simulación digital del campo (Suárez AÁntola, 
199423) .- 


El procedimiento propuesta permite la comparación paramétrica de 


los campos generados por electrodos de tamaños. formas y 
materiales diferentes. Er. una cuba electrolitica puede 
estudiarse el efecto de la polarización de la doble capa 
electraquimica sabre el campo de corrientes generado por 


electrodos de diferentes materiales y con formas tales que la 
densidad de corriente eléctrica en la superficie del electrodo 
varia apreciablemente de un punto a ctro. Este último produce una 
polarización  espacialmente no uniforme de la doble capa de modo 
que — a medida que transcurre el tiempo de aplicación del pulso 
de corriente — las caídas de potencial en la interfase electrodo- 
electrálito difieren cada vez más entre sí de un punto a otro. 
Para tener en cuenta este fenómeno introduje el concepto de 
familia virtual de electrodos impolarizables, : cada uno de los 
cuales corresponde a un determinado instante de tiempa durante el 
procesa de polarización de la interfase de un electrodo 
polarizable real dado y viene descripto por un desarrollo 
multipolar del tipo [3] .« Como los electrodos virtuales difieren 
ligeramente unos de otros en la forma de su  superticie, los 
coeficientes polares varian de un electrodo virtual a otroz 0 
sea de un instante de tiempo a otra siguiendo el procesa. de 
polarización del electrodo real, hasta hacerse constantes cuando 
la palarización del electrodo alcanza su valor estacionario 
(Suárez Ántola, 19791 y 1992). 


Consideremos ahora una fibra excitable, idealizada mediante una 
curva en el conductor de volumen de los tejidos. A partir del 
desarrollo multipolar del potencial se puede hallar el factor que 
nos da la dependencia ala del potencial eléctrico: 
my 

HIF El > EPn /pra+1 Y Th (co7 9) Ce] 
Truncandoa eventualmente el desarrollo, sustituyendo en él las 
ecuaciones que expresan las coordenadas de la curva de la fibra 
en función de la longitud de arco de la misma Y derivando dos 
veces respecta de dicha longitud de arco se obtiene el factar de 
fícrma del sistema electrodo-fibra.- 


Para ver ésto con más detalle es conveniente desarrollar un 
ejemplo concreta que nos permita comparar los factores de forma 
de diferentes sistemas electrodo-fibra obtenidos desplazanda una 
misma fibra excitable en el campo de corrientes producido por un 
mismo electrodo estimulador activo.- 


Consideremos entonces un campo de potencial com simetria 
meridiano plana, dado por la expresión 
Blt,r, 0d ZE (Lp LT >) - [y 
H 2 


Supondremas que la fibra excitable se e de representar mediante 
uña rectas contenida en un plano meridiano del campozque haremos 
coincidir con el plano (Yx,/Z) de un sistema de coordenadas 
cartesianas ortogonales. En ese Caso, teniendo en cuenta que : 


Palc0r1D)> co7O, sue r=Vxtyz2 y que co10= Y ) Ae LA? 


=e 
23 


y 


se desprende la siguiente expresión para HLA> Z) . 
2) 


j A 
AA e ==? ) CPT 


Con el fin de simplificar las cosas supondremos que la fibra 
blanco de la estimulación se sitúa, paralela al ejes» de 


coordenadas, a unmidistancia z del origen. En ese caso el factor 
de forma puede calcularse así: F/x; 2) pa Ls IA] z), pan T 


Puesto que Hla¡z, P) 2 Pela] -2,- pa) s resulta Flx ¡2/p1) =U/x,- ya) 
Easta estudiar entonces el factor de forma para todo z distinto 


de cero, para Pa negativo, por ejemplo. Pongamos entonces Pa=-t 
donde €, es una longitud caracteristica cuyo significado descubriremos 


más «delante. Derivando dos veces respecto de xa de [8] se 
ippo hr L, LA) 34,2 (Y4xat_ z?) [91 

» =A0 == — pp -x——— o : 

¡sl AT] Arz) (2242) % Ñ 


Esta última expresión puede reescribirse asis; 


Fx; 23 dele [LAT Z[Z-A2f)x 4 2 YU 3 A-21T dr 0“ 2232) 


Cuando tiende a infinito para z fijo, el factor de forma tiende 
a cero desde valores positivos, como 1/lx]%2 , al igual que en el 
*caso de un monopolo, como cabía EeSperar. 


El factor de forma se anula cuando y solo cuando 
2042 (Z-Al4o) 2 a RP IA 2I20 
Las raices de esta ecuación verifican: 
2 Lo E E A 
AECE ER O 


_ Supongamos en primer lugar que z es positivo. Si B3ÍL0<Z tánto 
para Z <A, como para 2>424f hay un solo valor positivo de (23)? 
Z 


de modc que si ERA el factor de forma posee sólo dos raices -— y y 4 2y,_ 
Es negativo para >= comprendido entre - y Yy+4+%y y positivo entre 

=> y-=%A4) y entre y y 940 , de modo que cualitativamente se 
comporta como el factor de forma de un monopolo. 


si Z está comprendida entre cero y 3f£, tenemos dos' valores 
positivos de [(/z) de moda que ahora tenemos cuatro raices para 
nuestro factor de forma: las raíces — *4 Y + y correspondientes 

a las del caso anterior, más dos nuevas raíces — 2 Y 4 2, siendo 24%, 
Entonces el factor de ro es positivo ara » entre a y %2,ne St vo: 
entre - Ys y -%), y entre ay 4] y nuevamente pocritivo enerel 
007 = Ny ba entre y y +00, 

Las figuras 3 y 6 muestran en forma cualitativa este 
comportamiento. Se ve que si la corriente aplicada es catódica 
(negatival, cuando Z es inferior a 3% se produce un efecta 
hiperpolarizante na sólo en las alas laterales sino tambien en un 
intervalo central comprendido entre _XAg Y + Y. 


Cuando z es negativa, el factor de forma presenta solamente dos + 
raices. digamos -= y Y e Ya de modo que cuando la corriente 
aplicada es catódica aparece un intervalo despolarizante central 
junta con las ya bien conocidas alas hiperpolarizantes laterales. 


Fosteriormente volveremos sobre estos factores de forma y 
estudiaremos el factor de forma para una fibra que se dispone 
sobre el eje de z del campo de potencial. Áhora, con el fin de 
dar un ejemplo concreto de determinación de un centro eléctrico 
consideremos las equipotenciales correspondientes al campo dado 
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a 


por la ecuación [7] cuando el pulso de corriente aplicado posee 
una amplitud constante lo. Esta cuestión de las superficies 
egquipotenciales se relaciona con la cuestión referente a la forma 
que deke poseer el electrodo para generar en el conductor de 
volumen de los tejidos un campo de potencial == dado. Fara un 
campa <> que verifica la ecuación de Laplace, las fuentes del 
campo contenidas dentra de una superficie equipotencial pueden 
sustituirse, a los fines del cálculo del campo en puntos 
exteriores a la región encerrada por dicha superficie, por una 
distribución superficial de densidad de corriente- en Cada 
punto de la superficie equipotencial en cuestión. “Esto no altera 
el valor del potencial en los puntos situados fuera de la región 
encerrada por S (Ramsey, 1764, p 100). 


Entonces las equipotenciales asociadas con un determinado 
desarrollo multipolar pueden servir de modelo para posibles 
formas de electrodos, que generarian en un conductor de volumen 
homogéneo. cisóátropo, ilimitado y óbmico el mismo campo expresado 
a través del desarrollo multipolar. 


Fara elegir una equipotencial que pueda servir de modelo a una 
forma de electrodo estudiaremos el potencial sobre el eje: de 
simetría del campo correspondiente a la combinación de un 
monapola con un dipolo para z positivo. 


Esto nos dará, de pasos la función activante para un fibra recta 
situada sobre dicho eje. Poniendo X = 0 en [8Jobtenemos, para 
Paz=d; y Z positivo 12) =(1/yg,) 1 - E ) [10] (Basta multiplicar 


por la corriente para obtener el potencian) E IES 


respecto de Z tenemos: %¿6/Z) = RES - Es 2 >) Ci37 ES Liz) 


z 
= e (F,- - Eb” [127] (Esta última ex Jl da pa factor de forma 


para una fibra sobre el eje Z ). De [i0J] , [11] y [127 se 

desprende que HZ) posee el aspecto que uE Stba la fig. 7ZY. ES 

negativa para XX comprendida entre cero y o) Y positiva para Z 

mayor que Ale - Pasa por un máximo cuando Z = 24, y  1luega 

disminuye tendiendo a cera proporcionalmente a 1/z cuando Z crece 

Como Consecuencia AP IZ) y por ende la densidad de corriente 
AZ 


eléctrica, cambia de signo cuando Z pasa por Vide z 
En ese punto HE (Zi toma el valor BR Ly 
y AT A 
Puesto que Y tr; O >= aL (£ eL, . busquemos una curva r=r(Q) 
tal que Pir/B)D1)= _4 
.S aq A 9), AÁñ o 
Una solución posible es T= 24, (4 + VZ An Y Ye 


La curva correspondiente se representa en la fig. 8. CGirándola en 
torno al eje Z se obtiene una superficie de revolución que puede 
servir de modelo para una superficie de electrodo activo que 
genera en el conductor de volumen un Campo cuyo potencial 


verifica la ecuación [7] cuando se aplica un pulso de corriente 
electrica 1 (t). En esta superficie se induce una distribución de 
corrientes que se puede calcular a partir del desarrollo 


multipolar .- 


$. a A 
El centro electrico puede hallarse considerando nuevamente 


me 


1 


pra 


] 1 


el potencial sobre el ejes en particular la expresión [10] para 
A (2), O luego Z=Ad+X: 


Jo E, AA 

blat%)= dz LC 7 An 

Desarrollando Ae última expresión en potencias de Y se obtiene 
la SEOnIenES, serie, EN solamente si 14/ 1< 5 


Flat 5) fa L 3 A - al + CA =264) - yd, 3 


$Be4 


Poniendo AA se E ren el termino en T/y 2 de ese desarrollo 
con lo que quedas Tdi 


Á A. A y 
Hlzl= el E—do)= 475 LA a + FT 
Obtenemos entonces un desarrollo infinito en el que falta el 
termino E y los demás coeficientes polares son ahora 
Pas-do] Paz ld) paa Y LOA 
Como consecuencia, el centro eléctrico de la distribución de 


fuentes del campo (en la superficie del electrodo) se encuentra 
en el punto Za <fo del eje de simetría (fig. 8). 


A través de lo expuesto hasta este momento se tienen los 
fundamentos para una caracterización paramétrica de la geometría 
del campo de corrientes estimuladoras, ejemplificados mediante el 
electrodo cóncavo-convexo que acabamos de considerar. 


Hemos obtenido los factores de forma para fibras situadas a 
distancias diferentes del origen de coordenadas y hemos estudiado 
someramente cómo se modifican dichos factores de forma al 
aumentar la distancia entre el electrodo y la fibra. Fara la 
superficie seleccionada, una Tibra paralela al eje >< debe 
situarse auna distancia mayor que 2,36% para no intersecar el 
electrodo (ver fig. 8). Si Z se encuentra comprendida entre 2,36 
Y dos el factor de forma presentará un intervalo central cuyo 
efecto polarizante sobre la membrana excitable es del mismo tipo 
que, el de las alas laterales. y dos intervalos intermedios, 
simetricamente dispuestos, en los que el efecto polarizante es 
apuesta. Cuando Z es mayor que 3%, . el efecto polarizante del 
electroda sobre la membrana de la fibra es cualitativamente 
análogo «il de un electrodo esférico o al de un electrodo convexo 
convencional. 


Lo mismo ocurre para fibras situadas del otro lado, paralelas al 
ejex y a distancias mayores que 2(4+/(2)4%= 4,828 4, respecto del 
origen de coordenadas (fig. 8). En este casa el electrodo se 
comporta como un electrodo convexo, sea cual sea la posición de 
la fibra en el campo. 


ra 


Fr 


(E) Revisión de resultados obtenidos. 


Con ésto hemos terminado el planteamiento de las ideas básicas 
que nos van a permitir una aproximación a la dinámica del umbral, 
para fibras polarizadas por electrodos extracelulares, empleando M 
un metodo de análisis modal no lineal y la teoría de 
bifurcaciones y estabilidad de sistemas dinámicos. Aparte 
planteamos y discutimos las ecuaciones para el flujo de corriente 
eléctrica en los tejidos y para la polarización de la membrana 
excitable de una fibra, tanto para fibras estimuladas por 
electrodos fluidos como para fibras sometidas a la estimulación 
localizada debida a un electrodo activo relativamente pequeño y 
próximo a la fibra considerada. 


Hallamos la relación entre la función activante y la curvatura de 


flexión de una fibra en un campo generado por un electrodo 
fluido. 


Analizamos las condiciones de borde y su rol en la estimulación. 


introdujimos el factor de forma de un sistema electrodo-tejidos- 
fibra blanco e indicamos como construir su intervalo de 
influencia. Establecimos las etapas para obtener ecuaciones no E 
lineales de evolución en términos de las amplitudes de moda 
correspondientes al desarrollo de las variables de campo de la 
membrana en términos de las funciones propias de un problema de 
Sturm-Liouville. 


indicamos la manera de obtener una caracterización paramétrica 
del campo en el conductor de volumen de los tejidos mediante el 
desarrollo multipolar del potencial y obtuvimos las propiedades p— 
genéricas de los factores de forma en el caso de electrodos [ 
CONVEXOS Y CÓMCAVOS. 


En los capitulos próximos emplearemos estos conceptos en una 
aproximación analítica a la dinámica del umbral para una fibra 
localmente polarizada. 
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Comencemos considerando un sistema electrodo-tejidos-fibra 
blanco en el cual el o los electrodos se encuentran próximos a 
la fibra que se desea excitar y son relativamente pequeños en 
comparación con la longitud de esta fibra. 


Esto permite considerar que la extensión de la fibra es 
prácticamente infinita en comparación con las extensiones de 
los intervalos en los que el voltaje trasmembrana y las otras 
variables de estado de la membrana excitable se apartan 
significativamente de sus valores de reposo como consecuencia 
de la perturbación producida por el electrodo. Con el fin de 
simplificar el análisis estudiaremos una membrana cuyas 
variables de activación se suponen en equilibrio con el 
potencial trasmembrana y cuyas variables de recuperación se 
consideran congeladas (generalmente en sus valores de reposo). 
En este caso el potencial trasmembrana puede emplearse como 
única variable de estado. Posteriormente levantaremos esta 
restricción y tendremos en cuenta el efecto de las variables 


“de activación y de recuperación sobre la dinámica del umbral. 


Para poder aplicar el método de análisis modal que esbozamos 
en el capítulo precedente, necesitamos aproximar la densidad 
de corriente trasmembrana por un polinomio apropiado. El 
polinomio más simple que puede emplearse en este caso en el 
que el voltaje trasmembrana es la única variable de estado, es 
el polinomio cúbico (fig. 1) 


Ze (lo) = RuJ(v) = v- bv2 + cv2 [1] 
Aquí hemos puesto, por definición: 
v= Vm- Vr [2] 


y hemos tenido en cuenta la fórmula C[7] del capítulo II, 
que en este caso se reduce a 


dJ; 
e 27 Va) [3] 
Ry d Vx 


Sustituyendo [1] en la ecuación B[14] del capítulo 1Y 
obtenemos la siguiente ecuación de campo no lineal que 


tomaremos como base para el análisis modal de la excitación de 
la fibra: 


L 


2 97 2 
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Aquí b y ce son parámetros positivos. Cuando F(x)I(t) es cero 
(o sea, cuando la función activante de Rattay es nula) la 
ecuación [4] se transforma en la bien conocida ecuación de 
Nagumo (Britton, 1986, cap. 4; Tuckwell, 1988, cap. 8). La 
función activante es nula previo al inicio de un pulso 
estimulador o bien luego de. finalizado el pulso. 


Cuando la polarización de la membrana es uniforme, la cinética 
del voltaje trasmembrana viene dada por: 


TM = = f(v) [5] 


Cuando b2 > 4e la cinética [5] es una cinética biestable. 
Posee tres puntos de equilibrio, dos estables: 


[6] 


- b 
v=0yvs rv ¿2—t 
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y uno. inestable: 


[7] 


Aquí .v < u es el coniunto de decaimiento, v = u es el umbral y 
vo>mues el conjunto amplificador.(A1l no haber evolución de 


las variables de recuperación no hay retorno posible desde el 
estado excitado v = Ve). Para que la membrana uniformemente 
polarizada pase del estado de reposo v = O al estado excitado 
V == Ve, la perturbación debe llevar el estado v por encima del 
umbral. Si 

v(t,x) es una solución de la ecuación de Nagumo (función 
activante idénticamente nula) para -w < x < +0, tal que 

v(0,x) > u en todos los puntos, entonces lÍm 4_y 009 V(E>,X) = Ve 
para todo x. 

En cambio, si v(t,x) < u para todo xXx, se verifica 
líme + +ov(t,x) = O para todo x (Britton, 1986, p 45). 


Así u, además de constituir un umbral para la despolarización 
uniforme, es también un umbral para la despolarización no 
localizada de una fibra excitable. 
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Ahora bien, tanto la despolarización sináptica como la 
polarización debida a un campo de corrientes generado por 
electrodos externos, son esencialmente perturbaciones 
localizadas del potencial trasmembrana, respecto de su valor 
de reposo. Desde el punto de vista matemático, al referirnos a 
una perturbación localizada aludimos a una distribución M 
inicial de voltaje v (0,x) tal que lím |x]++ » v(0,x) = O y 

(0,x) actúa como una condición inicial para la ecuación de 
Nagumo. En el marco del modelo que consideramos en este 
capítulo, dicha distribución inicial del voltaje trasmembrana 
surge a su vez de la solución de la ecuación de Nagumo-Rattay (Cay) 
para una función activante dada, para una distribución 
apropiada del voltaje trasmembrana al comienzo del pulso de 
corriente aplicado (por ejemplo, el voltaje de reposo en todos 
los puntos de la fibra). Así el estado al final del pulso Ñ 
estimulador se toma como estado inicial para la ecuación de 
Nagumo.- 


Ahora, sobre una base intuitiva esperamos que una 
despolarización localizada inicial de la membrana de la fibra 
decaiga al reposo si es demasiado pequeña (fracaso de la 
excitación) o se amplifique y de lugar a una onda de 
saturación que se propaga a lo largo de la fibra desplazando 
la variable de estado v desde ] l 
v=0 hasta v = Ve, si la perturbación es lo suficientemente 
grande (excitación exitosa). No obstante las cosas no son tan 
fáciles en relación con el umbral, como lo muestran resultados 
obtenidos de dos fuentes. Una fuente es la constituida por el 
conjunto de teoremas sobre el umbral debidos principalmente a 
Aronson y Weinberg, por un lado, y Fife y Me Leod por el otro 
y referidos a las soluciones de la ecuación de Nagumo 
generalizada (donde f(v) no es necesariamente un polinomio 
pero se comporta como el polinomio cúbico considerado en esta Ñ 
sección). Estos teoremas se aplican para una distribución 
inicial localizada cualquiera, que se anula en el infinito y 
que verifica 

O.< v(0,x) £ ve. 

En cambio la otra fuente de resultados sobre el umbral está 
formada por el diagrama de bifurcaciones y estabilidad para 
las soluciones estacionarias de la ecuación de Nagumo 
generalizada (o sea soluciones v(x) de la ecuación no lineal: 


A, ALTA) + F(FOD=O ) 
po 


sometidas a condiciones homogéneas de Dirichlet en los 

extremos de un intervalo finito (por ejemplo, v(0) = O y vC(1) 

= 0, siendo [0,1] el intervalo considerado). En este caso 

los resultados sobre estabilidad involucran funciones v(t,x)>) L 
tales que, para todo instante t, verifican v(t,0) = v(t,1)> = 

O. 


En consecuencia corresponden a la hipótesis según la cual el 
potencial trasmembrana se anula en los extremos del intervalo 
de influencia. En lo que sigue resumiremos brevemente los 
resultados más importantes para nuestro trabajo. (Sobre 


, E 


en 


teoremas de umbral para la ecuación de Nagumo con -wo < x < +m 
, ver Fife,1979, cap 4 y Tuckwell, 1988, pp 71-74. Sobre el 
diagrama de bifurcaciones y estabilidad para el problema de 
Dirichlet ver Conley y Smoller, 1980; Smoller y Wasserman, 
1981; Britton, 1986, cap. 4). 


En primer lugar, para que la fibra pueda ser excitada por una 
perturbación localizada, debe necesariamente verificarse 
que 

mW 


pde > 0, [$1 


|») 


lo cual, si fí(v) = -v + bv2 - cv2 equivale a que: 


u < love 19] 


Teniendo en cuenta las fórmulas [6] y [7] para ve y u 
respectivamente, esta última condición equivale a imponer la 
restricción b? > 4,5c [10] sobre los parámetros de membrana b 


y Cc. 


E ) > MO > ds) 2, 00 Q 5 > 
propaziteen forma estable csi u E Va €sa propagación estable 


desaparece y la 


perturbación se atenúa progresivamente. Ver Scott, 1977, cap 
3). 

Supongamos entonces cumplida la condición [8]. En segundo 
lugar, los teoremas de umbral dependen para su formulación de 


las soluciones estacionarias v(x)> de la ecuación de Nagumo. 
Cuando 


u < q dichas soluciones estacionarias se pueden representar 


— 


un plano de fases en las variables Y y ori como muestra la 


figura 2. El valor v = po verifica la ecuación : 
o 
[Ef tdo =0 
Ó 


y se encuentra comprendido entre v =u y vo= Ve. La órbita 
correspondiente comienza y termina en el punto de reposo 
(520, di =0) (órbita homoclínica). 
dx 


Dicha órbita corta el eje v en el punto v = lo . Para cada y 
comprendido entre lo y Ve hay un by positivo y una solución 
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Vucx> que corta el eje ven v = uy y verifica: Yi(0) = u, 
Vu(tbyp=0. 


Entonces un teorema debido a Aronson y Weinberg asegura que si 
el perfil inicial v(0,x) verifica O < v(0,x) S ve y si, 
además, 

v(D0,x) 2 Vucx> para algún y € (La,Ve), entonces 
lime-+eov(t,x) = ve. 


Como consecuencia, al ser uomayor que u, resulta que si v(0,x) 
supera el umbral uniforme de membrana en un intervalo lo 
bastante extenso (fig. 3) la excitación de la fibra tendrá 
éxito. : 

La extensión de ese intervalo depende de cuán por encima de u 
se encuentre el valor y. 

En cuanto a las perturbaciones subumbrales, puede recurrirse 
al siguiente resultado. Supongamos que tomamos un valor de yu 
comprendido entre u y Ho. La órbita correspondiente es 
cerrada, como muestra la fig. 2. Consideremos la función Vu(x) 
que verifica Muc0) =P. Y (+ a,) = 4, siendo 3 un número 
dependiente de p ñ S 8 


Construyamos ahora la función Wa(x) de esta forma: si X<.- de 


o bien d¿ < Xx , ponemos Wu (x) =4, mientras que si — ¿so 33, 


ponemos top lzd Uplx) (fig. 4).Entonces si la 
perturbación inicial v(0,x) verifica O € 0/0x) S tuyla) 
para todo x entre — oo y + , se puede asegurar que: 
lím v(t,x) = 0. 

t foo 


En estos casos la excitación fracasará, a pesar 

de que v (0,x) puede superar el umbral uniforme de membrana u 
en todo un intervalo. (Este intervalo no es lo suficientemente 
extenso. Ver Fife. 1979, cap 4, teorema 4.13). 


Los teoremas sobre las propiedades de umbral de las soluciones 
v(t,x) de la ecuación de Nagumo dan condiciones suficientes 
para que una distribución inicial v(0,x) del voltaje 
trasmembrana, definida en =vo < 2» <-¿% y apropiadamente 
restringida, tienda ya sea a v = Ve , ya sea a v= O cuando t 
tiende a +9, Una de esas restricciones es la no negatividad de 
v(0,x), necesaria para demostrar los teoremas empleando los 
denominados métodos de comparación (basados en los conceptos 
de subsoluciones, supersoluciones y en principios extremales). 
Cuando el origen de la despolarización de la fibra es una 
modificación local en la permeabilidad de ciertos canales 
iónicos (debido a la acción de mediadores químicos) como es el 
caso de la polarización fisiológica en las sinapsis 
excitatorias, esta restricción no constituye un problema. 
Tampoco lo es cuando la despolarización es producida por un 
microelectrodo intracelular, puesto que también en este caso 
las corrientes a través de la membrana de la fibra fluyen en 
todos los puntos en el mismo sentido. 

Pero con electrodos extracelulares, para toda corriente hacia 
afuera que localmente despolarice la fibra, debe existir una 
corriente hacia adentro, en alguna otra región, que la 
hiperpolarizará. Como consecuencia de esto, cuando la 
polarización de la membrana se asocia a un campo de corrientes 


10d vso Ag...) Ñ 9 


eléctricas producido por electrodos externos, v(0,x) cambiará 
de signo a lo largo de la fibra siempre y la restricción 
v(0,x)20 para todo x no podrá aplicarse en este caso. 
Entonces será necesario considerar la hiperpolarización de la 
membrana de la fibra y sus efectos sobre el umbral fuera del 
marco de los teoremas de umbral mencionados. 


Una posibilidad es recurrir a métodos numéricos ab-initio, 
como lo ha hecho Rattay (1987). Otra posibilidad es emplear el 
método de análisis modal que se propone en esta memoria. Pero 
este último método exige aproximar el voltaje trasmembrana en 
los extremos del intervalo de influencia del factor de forma, 
empleando condiciones homogéneas de Dirichlet para el campo 


v(t,x). 


En el caso particular de la ecuación de Nagumo se dispone de 
algunos resultados referentes a la estabilidad y las 
bifurcaciones de las soluciones estacionarias del problema de 
Dirichlet obtenidos empleando métodos cualitativos para 
ecuaciones diferenciales, en forma completamente independiente 
del análisis modal que aquí proponemos. Además de su interés 
intrínseco, dichos resultados nos permiten valorar algunos de 
los resultados principales del análisis modal, cuando éste se 
restringe a la ecuación de Nagumo. Volviendo a la fig. 2,vemos 
que las únicas soluciones estacionarias para el problema de 
Dirichlet son las funciones positivas Up (2) que originan 
las órbitas que cruzan el eje v entre lo y Ve además de la 
solución trivial que representa el estado de reposo de la 
fibra. 


A cada valor de uy le corresponde una longitud 2bydel intervalo 
del eje x comprendido entre los puntos en los que se anula la 
solución V—%auí/x) . Para un polinomio cúbico como el que 
utilizamos en esta sección para aproximar la densidad de 
corriente iónica trasmembrana, cuyas raíces 0, u y Ve 
verifican O<u<ve,Smoller y Wasserman (1981) hallaron el 
diagrama de bifurcaciones que muestra la fig. 5, en el que 
hemos representado u en función de las posibles longitudes del 
intervalo en cuyos extremos se imponen condiciones homogéneas 
de Dirichlet. 


Estos autores demuestran la existencia de una longitud crítica 
le (pero no la calculan) tal que si l es inferior a lo, la 
única solución estacionaria es la solución nula. Esta resulta, 
además estable. Pero si 1 es mayor que le, además de la 
solución trivial aparecen dos nuevas soluciones,cuyos valores 
de Uu se encuentran por debajo de Leo (que es el valor de yu 
correspondiente a 1lz1<) y por encima de Ue respectivamente: 


palt) < E < Ata (Ver fig. 5). 


DU, [x) 


Mientras que, en tanto solución de la ecuación de Nagumo, Vhs 
es inestable, Way lo) es estable. A medida que l aumenta, u1(1) 
tiende 2 la mientras que p2(1)> tiende a Va. 

Un perfil inicial v(0,x) que se anula en los extremos de un 
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Via 


intervalo de longitud 1, si l es inferior a lo evoluciona 
entonces hacia el estado de reposo. Pero supongamos que es 
superior a le . Si v(0,x) <£ Vu), v(t,x) evolucionará 
nuevamente al reposo, pero s1 v(0,x) 5. Days) el perfil de 
OS trasmembrana evolucionará hacia la ' solución estable 

ax). La solución mv 1. A) corresponde a una extensión 
inpint del intervalo de longitud l y es inestable (fig. 6). 
Corresponde al perfil estacionario introducido por Noble en 
1972 (ver Jack. Noble y Tsien, 1983, cap 12) para describir el 
estado umbral de una fibra despolarizada mediante un único 
microelectrodo activo intracelular. 


La longitud lew del intervalo en cuyos puntos Ag (JU es la 
longitud límite de Rushton. En su célebre trabajo de 1937, 
Rushton había llegado a la conclusión que para que una 
perturbación pueda propagarse en forma estable es necesario 
despolarizar por encima del umbral al menos una determinada 
longitud crítica de nervio. Esto es lo que en eletrofisiología 
se conoce como longitud crítica de Rushton. Partiendo de un 
modelo matemático diferente al de Rushton, Noble rededuce la 
existencia de una longitud crítica y da una fórmula aproximada 
para calcularla, obtenida a partir de una linealización por 
sectores de la ecuación: 


5 A Dx) + fEmay]= 
Me, 


que le permite construir una aproximación analítica a pole? 

(La cuestión de la estabilidad de Pr y (x) en el contexto de 
la ecuación del cable no lineal (ecuación de Nagumo en este 
caso) es abordada por Noble y otros autores mediante el empleo 
de métodos numéricos exclusivamente). 


De los teoremas de umbral que mencionamos 
] j 51 ] 111 en el sentido de 
Rushton y Noble, puesto que hemos visto que cada perfil 
(x) para Ho < p1 < Aj puede considerarse como un perfil 
umbral. 
El teorema de umbral de Aronson y Veinberg permite eliminar la 
restricción impuesta por las condiciones de borde de Dirichlet 
sobre el perfil del voltaje trasmembrana,_de modo que cada 
perfil formado por la a igual a Tuy (x) en el 
intervalo donde ¿(x) es positiva e igual a cero en 
los demás puntos de la e ra, constituye efectivamente un 
perfil umbral. 


Entonces_la longitud del intervalo formado por los puntos en 
los que Vy4[(A)Z4 es una longitud crítica en el sentido de 
Rushton. Queda claro entonces que hay infinitos perfiles 
umbral, cada uno con su longitud crítica, aún en el caso más 
simple en el que las variables de activación se consideran en 
equilibrio con el voltaje trasmembrana y las variables de 
recuperación se consideran congeladas. $ 


La multiplicidad de estados umbral es un concepto fundamental 
en el estudio de la estimulación eléctrica de tejidos. Pese a 
que se desprende nada más que de un análisis crítico de los 
teoremas del umbral y del diagrama de bifurcaciones para la 
ecuación de Nagumo, hasta ahora no ha sido debidamente 
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reconocido en electrofisiología. (Este desconocimiento puede 
en parte ser explicado por el interés central que la 
estimulación mediante microelectrodos intracelulares ha 
adquirido en electrofisiología básica "y biofísica: en este 
caso efectivamente basta el perfil umbral Ugo A) para 
describir en una primera aproximación lo que pasa cuando es 
posible despreciar el retardo en la activación de las 
corrientes despolarizantes y la activación de las corrientes 
hiperpolarizantes). 


La investigación de la excitación' producida por la 
polarización localizada y siempre fisiológicamente bipolar 
asociada a la estimulación de una fibra por un electrodo 
extracelular exige el empleo del concepto de multiplicidad de 
estados umbral, e incluso su extensión más allá de las 
condiciones que le dieron origen en las propiedades de 
estabilidad de las soluciones de la ecuación de Nagumo, puesto 
que en este caso la condición de no negatividad del perfil 
inicial ya no es aplicable. 


En. este capítulo eliminaremos esta última restricción, pero 
impondremos la anulación del potencial trasmembrana en los 
extremos del intervalo de influencia (correspondiente al 
factor de forma del sistema electrodo-tejidos-fibra blanco), 
durante el intervalo de aplicación del pulso estimulador 
cuando éste es subumbral o hasta un poco después que se 
alcanza el estado umbral cuando el pulso es supraumbral. En 
este caso la perturbación propagada es una onda de saturación 
que: avanza hacia la zona en la que v=0 dejando tras de sí el 
voltaje trasmembrana en el valor correspondiente al estado 
excitado v=ve. Como consecuencia la suposición según la cual 
v(t,x se anula en los extremos de un intervalo finito no 
puede mantenerse una vez generada esa perturbación propagada 
(que corresponde al potencial de acción cuando las variables 
de recuperación permanecen congeladas). 


Cuando la estimulación es catódica y el cátodo es convexo, la 
perturbación propagada surge en el subintervalo central (de 
despolarización) del intervalo de influencia, a considerable 
distancia de los puntos extremos donde v(t,x) se anula.(La 
longitud del subintervalo central es de 0,234 si 4 es la 
longitud del intervalo de influencia). 


Desde dicho intervalo central la perturbación propagada .se 
mueve hacia ambos lados, que inicialmente se encuentran 
hiperpolarizados. Como la extensión de cada una de las dos 
regiones hiperpolarizadas es de aproximadamente 0,43% y como, 
cuando el pulso estimulador finaliza, los intervalos 
hiperpolarizados siempre tienden a volver al estado de reposo 
(en el modelo sin variables de recuperación), cabe esperar que 
las condiciones de Dirichlet no alteren significativamente el 
comportamiento del umbral durante la estimulación catódica de 
cierre (ECC). 


Pero cuando el electrodo actúa como ánodo el subintervalo 
central es hiperpolarizado y las regiones laterales son 
despolarizadas. En este caso puede surgir una perturbación 
propagada en cada una de estas regiones laterales, moviéndose 


AM)Erto es exacto para vn 8 
ci todo pontuad, y aproximado Para un cátodo convexo. 


EN 


hacia las regiones inicialmente menos despolarizadas de la 
periferia, en las que la despolarización se desvanece, aunque 
no en una forma tan neta como ocurre en la región central 
despolarizada cuando el electrodo actúa como cátodo. El máximo 
del ala lateral del factor de forma se encuentra a una 
distancia 0,201f del centro del intervalo de influencia, más 
cerca del extremo interno (0,115£) que del extremo externo 
(0,5%) del subintervalo lateral despolarizado por el ánodo. De 
todas formas, es conveniente intentar describir la excitación 
anódica de cierre (EAC) empleando la ecuación de Nagumo-Rattay 
y la idea del intervalo finito de influencia, porque también 
en este caso cabe esperar obtener resultados interesantes.- 


Las otras dos formas de estimulación, la estimulación anódica 
de apertura (EAA) y la estimulación catódica de apertura (ECA)> 
requieren al menos una variable de recuperación, por lo que 
quedan fuera del alcance de un estudio que se base en la 
ecuación de Nagumo-Rattay. Serán consideradas en otro 
capítulo. 


Por último, antes de proceder a obtener las ecuaciones de 
evolución para las amplitudes de modo a partir de la ecuación 
de Nagumo-Rattay y la hipótesis del intervalo de influencia, 
es conveniente resaltar un aspecto que hasta este momento ha 
quedado implícito. Se trata de lo siguiente: el comportamiento 
en lo referente al umbral es esencialmente el mismo para el 
problema de Cauchy (cuando v(t,x) se considera entre -m y +0 y 
sólo se necesita una condición inicial localizada v(0,x))y 
para el problema de Dirichlet (cuando v(t,x) se considera 
solamente en el intervalo de influencia y se establecen 
condiciones de Dirichlet homogéneas en los extremos de este 
intervalo, además de un perfil inicial v(0,x) sobre el mismo 
intervalo) en el caso de la ecuación de Nagumo-Rattay. Este no 
siempre ocurre, como lo muestra el caso de la ecuación de 
Fisher: :- 


NO 
It Doa? 


donde r es un parámetro positivo. La cinética 24 =r 4(1 - 1) 


posee dos puntos de equilibrio, v= 0 y v = 1, el primero 
inestable y el segundo estable. Ahora bien, cualouier 
perturbación inicial vo(x) que verifique O<vo(x)<1 origina una 
solución de la ecuación de Fisher tal ir v(t,x) = 1 para 
+00 
todo x. Esto es lo que se denomina "hair trigger effect": 
cualquier perturbación, por pequeña y localizada que sea, 
desencadena una onda de saturación (Britton, 1986, pp 39 a 
40). Pero si se establecen condiciones de Dirichlet en los 
extremos de un intervalo finito, el comportamiento en lo 
referente 2l umbral se modifica drásticamente: aparece una 
longitud crítica tal que si el intervalo posee una longitud 
menor se verifica, lim v(t,x)=0 
para todo x, no importa cuán grande sea la amplitud de la 
perturbación inicial. Las condiciones de borde de Dirichlet 
destruyen el "hair trigger efíect" en la ecuación de Fisher.- 
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Procedamos a obtener las ecuaciones no lineales de evolución 
para las amplitudes de modo, trabajando sobre la ecuación de 
Nagumo- Rattay introducida en la sección precedente: 


tn HE baza y A 2 + An Fe) T/H [47 


Introduciendo una variable de tiempo adimensional T= [21 y 
una variable de espacio también adimensional £ = Y [31 donde 


4 es la longitud del intervalo de influencia, la ecuación [1] 
puede reescribirse así: 


a 2 
av o da A IE) [4] 
37 =z— a+ bw a +3 1 + M / 


Poniendo el origen de coordenadas en la mitad del intervalo de 
influencia, las condiciones de borde de Dirichlet son 


ahora v(T ,t1) = O para todo T . Entonces la ecuación para fos 
2 


valores y las funciones propias que vamos a usar para el 
análisis modal es ahora: 


AJA =-p YIF) són (+4 NÓ 
pa 


Los valores propios son tn = n2n2 ( n= 1,2,...) [5] y las 
funciones propias vienen dadas por: 


Y, GPS VEINTE (si n es impar) [6a] y 
Y =VZAMNTF (si nes par)  [6b] (fig. 7). 


i d 1 tz: => 
Sustituyendo el ansatz WIP) >3 An lr) La IF) 17] 
nzA 


en la ecuación [4] y proyectando sobre la función propia 


n-ésima >» luego de algunas operaciones donde se 
tiene en cuenta que: 
+V% 


a LE) an (PI) AF S emm 18] 
A 


(siendo A y $ mn =0Osimzs*n >) se obtrene: 


qe CATE e JAn y 2E Tp; Ap As a 
Ego AAA O 


donde, por definición: 


e 
Tap = Y LE) bl Yi FIS bid 


-% 


¡E 
>) N 
Tapgr= [,? Y ERAN 
a +V 
Pas | ELA) A FILE 12] 
— Se 


Obtuvimos así un sistema de infinitas ecuaciones diferenciales 
ordinarias no lineales en las amplitudes de modo Án(Z ), cada 
una de ellas con un termino fuente proporcional a la corriente 
global aplicada 1I(T)>) y a la proyección Fn del factor de forma 
sobre la función propia del modo considerado. 


Si esta proyección es nula o despreciable, el modo considerado 
sólo puede excitarse a través de su acoplamiento con los otros 
modos, algunos de los cuales se verámefectivamente forzados 
por unas proyecciones Fn no nulas. Cuando n aumenta, Fn 
tiende a cero (Por el lema de Riemann-Lebesgue). 


Si la fibra parte del estado de reposo, AÁn(0) = O para todo 
índice n. Durante el intervalo [0,Tp] en el que se aplica el 
pulso de corriente, cada amplitud de modo evoluciona hasta 
alcanzar un valor final Ant Tp). De ahí en más se anulan todos 
los términos fuente que expresan la acción del campo de 
corrientes exógenas sobre los modos. 


Estos comienzan a evolucionar espontáneamente, ya sea 
regresando al valor cero de la amplitud de modo (valor 
correspondiente al estado de reposo para cada modo), ya sea 
alejándose definitivamente del estado de reposo 


Ll 


¿E 


presumiblemente hacia un estado excitado compatible con las 


condiciones de borde impuestas en los extremos del intervalo 
de influencia. 


? e A 
Para ver ésto de la forma más simple, supongamos que tenemos 


un factor de forma F(F >) que es simétrico respecto de F=0, 
En ese caso, como: 


YU (GF>)-= VZ dem n TF 
sin es par, se anulan todas las proyecciones Fn con n par. 


Los coeficientes Tnpa e Tnpar son siempre los mismos para 
diferentes sistemas electrodo-fibra y pueden se calculados 
exactamente en todos los casos. (Ver Nota al final de esta 
sección). Supongamos además que la proyección del factor de 
forma sobre la función propia de índice más bajo, Y4/5)= 

VA c417F , es en valor absoluto mucho mayor que las demás 
proyecciones. Como consecuencia, cabe esperar que al final del 


pulso A1i( Tp) resulte bastante mayor que las demás amplitudes 
* de modo. 


La ecuación de evolución para Ai('T' > se puede escribir así, a 
partir de la ecuación [9] : 


IA CARTA) AH lo Las A, - ELA 
AT fr 
—+ b ==. ASA == 2 Tapar Ap Ay Ár 
pyr 
[413] 


donde > indica que la sumatoria se extiende sobre los 
términos de índice impar solamente“debido a la simetría 
asumida para el factor de forma y a haber supuesto que 
inicialmente todas las amplitudes de modo son nulas, con lo 
cual el potencial trasmembrana v(7 ,F >) es uni función 
simétrica respecto de F = O para todo instante de tiempo “TZ 


Considerando entonces a A1z(T ) como una amplitud de modo 
dominante, podemos desacoplarla de las demás amplitudes de 
modo, en una primera aproximación, obteniendo la ecuación de 
evolución desacoplada: 


A (A + TON O AA dr 
AT mE F14] 


Ay distintos de 4) 
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Para los demás modos de evolución, el mismo tipo de 
aproximación dá las ecuaciones: 


_ 3 
AÁn-—_ a+ Tay An + la A, is As 
AT f” 

E Na EI) | 115] 


para n = 3,5,7,... Con la hipótesis efectuada sobre las 
proyecciones del factor de forma, en primera aproximación se 


podrían despreciar los términos Ed En 1/7) para n = 

e 

puesto que, como se verá, no afectan el comportamiento del 
umbral en esta aproximación que emplea el modo dominante 
desacoplado como variable determinante del resultado de la 
estimulación. 


Pero no siempre es posible suponer que Fi es lo bastante 
grande en valor absoluto respecto de los demás factores de 
proyección como para desacoplar Ai de las demás amplitudes de 
modo. Es precisamente este acoplamiento el que permite 
predecir, según se verá en la sección (D) el fenómeno de 


blogueo anódico por el cátodo. 


En esta parte y en las dos secciones siguientes vamos a 
explorar las consecuencias de trabajar con la amplitud A1(T > 
considerada como amplitud del modo dominante, desacoplada de 
los demás modos. Esto permitirá una caracterización sencilla 
del umbral y la construcción de un modelo matemático simple 
capaz de vincular las variables globales del umbral usadas en 
eletrofisiología clínica con las variables locales de la 
excitabilidad y con los parámetros del sistema 
electrodo-tejidos. En particular obtendremos una 
fundamentación para la teoría de un factor de Bfair, una 
deducción de la fórmula empírica de Lapicque-Hill para la 
estimulación mediante electrodos extracelulares y una nueva 
fórmula que relaciona la amplitud umbral de corriente con la 
duración de los pulsos estimuladores basada en una 
aproximación cuadrática a la cinética del modo dominante 
desacoplado. 


Consideremos entonces la ecuación [14] una vez finalizado el 
pulso estimulador: 


qe. - [Az ma JA, => b La Aj= Via A; 
[46] 


3 
Se tiene Tias = te Ay 2 Da =5 = 49 
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Por tanto ambos son positivos, siendo 


Ty 
ES AAA 
cuenco Tb JT y f es lo suficientemente grande, la 


“ecuación de evolución [16] posee dos puntos de equilibrio 


estables, a saber A1 = O (que corresponde al estado de reposo 


de la fibra) y 
E 2) en 


(que corresponde a un estado excitado). 


Entre ambos se encuentra un tercer punto de equilibrio, que es 


“inestable y corresponde a un estado umbral: 


E TN EN 
NS 2 Tuc E" ja 4* [18] 


La figura 8(a) muestra el diagrama global de bifurcación que 


4 


. se obtiene graficando estas amplitudes de equilibrio en 


función del parámetro . Se ve que el eje Az = O forma una 
rama estable ÓN 
A M 


inconexa con el resto de las curvas del diagrama. Estas 
últimas son dos curvas, una rama estable superior y una rama 
inestable inferior, que se conectan a través de un punto con 
tangente vertical y corresponden a una bifurcación 
"nodo-silla" (saddle- node). El punto de bifurcación con 
tangente vertical posee una abcisa dada por: 


E Y 
A E dd 
Al 
TL qn O 
y una ordenada dada por Ale = b . 
[20] 
le idad 


La longitud l. es una longitud crítica del intervalo de Z 
influencia tal que si es inferior a le, el único estado de 
equilibrio posible para la fibra es el estado de reposo. De 
esto se desprende que _si Í es menor cue fe la fibra 
resulta inexcitable. Solo si Í supera ese valor crítico 
aparece un estado umbral y más allá, un nuevo estado de 
equilibrio estable que puede interpretarse como un estado 
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D[ SA 


O O 


E yA 


del 


A 


TÍA 


Ñ 


a 


excitado de la fibra.Como fe es proporcional a Ja constante 
de espacio Am y ésta es proporcional a var Hugonde af es el 
radio de la fibra, resulta que lo. es proporcional a Ya ad E 
Según esto las fibras de mayor diámetro poseen longitudes 
críticas del intervalo de influencia mayores que las 
longitudes críticas de dicho ¡intervalo correspondientes a 
fibras de menor diámetro. : 


Entonces para una f dada existe un radio crítico Afe tal que 
si Af es mayor que Ae la fibra no podrá ser estimulada. Pero 
resulta que, como vimos en el capítulo anterior, para 
electrodos puntuales o para electrodos finitos convexos, la 
longitud del intervalo de influencia es proporcional a la 
distancia entre la fibra y el centro eléctrico del electrodo. 
Para una distancia dada entre el electrodo y la fibra, las 
fibras cuyo diámetro supera un valor crítico no podrán ser 
excitadas por el cátodo considerado, porque sus longitudes 
críticas de se encontrarán por encima del valor de 
correspondiente a esa distancia electrodo-fibra. Todo ésto 
suponiendo que los parámetros b y c que caracterizan la 
densidad de corriente iónica trasmembrana, así como la 
resistencia de la unidad del área de la membrana y la 
conductividad del interior de la fibra, son los mismos para 
todas las fibras consideradas, inmersas en un mismo conductor 
de volumen.- dl E 


E 
ES 
t 
2 
Z 
5% 


La fig. 8(b) muestra Azu en función de af, para Í constante. 
Supongamos de ahora en adelante que Af es inferlor a afe. 
Desde el punto de vista de la dinámica del modo dominante, 
podemos denominar estado umbral de polarización de una fibra 
estimulada mediante un electrodo externo, a todo perfil 
espacial v(T ,F ) cuya proyección sobre la función propia 

Da (F) del modo dominante es una amplitud A1( 7) cuyo valor 
es igual a la amplitud umbral Azu correspondiente a ese 


sistema electrodo - fibra. “2 
Puesto que Y lF)- ¡El mTF es nula cuando F= +4 y 
positiva para .F entre - 1/2 y +1/2, resulta que si 


RS ES Y) en (-1/2,+1/2), la proyección de 
Va T ,F) sobre 44/77) es mayor que la proyección de v1(7,F) 


sobre Pa (FP) 


De ésto se desprende que si v( YT ,F ) es punto a punto 
superior a un perfil umbral, entonces v( T ,) FF )es 
supraumbral en el sentido que: 

+ Y, 


Pam pr pr IE Arz? 
-A 


CA - 


va a ser mayor que la amplitud umbral A1iu. En forma análoga, 
todo perfil que es punto a punto inferior a un perfil umbral 
va a ser subunmbral, en el sentido que para él A1( T >< Alu. 


En suma, si v( TT, F.)es el voltaje trasmembrana producido en 


una fibra excitable por un pulso estimulador de duración YT , 
lo que ocurra de ahí en más depende de si: 


e na? TT Ax rm 17 


r 


Dit 


es menor que Ázu, igual a Áiu o mayor que Ála. , 
Si es menor la excitación. fracasará, si es mayor se producirá 


y si es igual a Azu, el pulso de corriente habrá dejado la 
fibra en un estado: “Justosumbral. 


Como ' Ázlu depende dios Ram, b y € que caracterizan 
la densidad de corriente iónica trasmembrana J1o0n(Vm), como 
depende también de la constante de espacio Am de la fibra en 
cuestión, así como de la longitud 1 del intervalo de 
influencia construido a partir del factor de forma, resulta 
que la amplitud umbral es.una propiedad del sistema 
electrodo-tejidos-fibra blaneo considerado como una unidad. 
(Así, alejando el electrodo de la fibra, de [18] se desprende 
que Ázu disminuye. Aumentando la constante de espacio (lo que 
puede lograrse aumentado el radio de la fibra o aumentando la 


conductividad del espacio intracelular) la amplitud umbral 
aumenta). 


Con esta caracterización de los perfiles espaciales de 
polarización (según su proyección sobre la función propia del 
modo dominante) en perfiles subumbrales, justo-umbrales y 
supraumbrales, hemos dado una solución al tercer problema 
fundamental de la estimulación eléctrica de tejidos mediante 
electrodos extracelulares, pldkeado en la sección (H) del 
capítulo 1, para el caso de una fibra cuyo voltaje 
trasmembrana puede describirse empleando la ecuación de 
Nagumo-Rattay y cuya dinámica se reduce en lo fundamental a la 
dinámica del modo dominante desacoplado tal como fue analizada 
en esta sección. Nos encontramos así con el concepto de 
familia de estados umbral, que introduje en un trabajo previo 


(Suárez Ántola, 1991) a propósito de la estimulación eléctrica 
del miocardio. 


Mientras que una membrana uniformemente despolarizada, con las 
variables de activación relajadas al equilibrio y con las 
variables de recuperación congeladas, presenta un umbral de 
membrana bien definido (umbral uniforme de membrana), una 
fibra polarizada de manera espacialmente no uniforme, presenta 
uns multiplicidad de estados umbral, cada uno de los cuales 
corresponde a un determinado perfil espacial de distribución 
del voltaje trasmembrana a lo largo de la fibra. 


Puesto que la evolución futura no depende de cómo se ha 
generado el perfil inicial de voltaje trasmembrana, el 
concepto de familia de estados umbral se puede aplicar a la 
estimulación mediante electrodos externos, a la estimulación 
mediante microelectrodos espetados en la fibra y a la 
estimulación originada en la acción localizada de mediadores 


químicos sobre la permeabilidad de los canales iónicos de la 
membrana. 


Para finalizar esta sección, supongamos que a partir de un 
cierto instante aplicamos una corriente en escalón, de 
amplitud lo, a través del sistema electrodo-tejidos. Cuando la 


ES 


E 


AA 


iO poa 
ES 
CA 


ceo 


corriente posee emplitud constante constituye un “nuevo... 
parámetro respecto del cual estudiar las variaciones en,el:.. 
número y la naturaleza de las emplitudes: de ..modo--de. | 
equilibrio. La ecuación [14]. para el  modo:desacoplado se - 
reduce en este caso, a la siguiente: a o 


ERRORS 


e 
MT 


Le 


Ap . ES 


E 30a qe 
ES ña dl Y Tope As la A; +4 L, 
a 


ys a repo 


Mt 
CAS 00 


pa 


donde, por'definición: 
214 
TT Am 
f? 
Si hacemos el cambio de variable Az = qu1 + 025 y elegimos 


A, S L Zig 


HZ , Sustituyendo en [22] obtenemos, después 
de CT 1444 


Vazdt + [23] 


algunos reordenamientos, la ecuación de evolución siguiente: 


Y 
E is PO Y qa 1 [24] A 


E 2 
donde: rn y a LL 4 
E DARA 30% T 1444 


E] 
vda o. 2 la 14457 
= y ds Ma 23 03,3 Tí, y [26] 
SEL 4444 44 ¡id 


La ecuación [24] es equivalente a la (22], pero se encuentra 
en la forma canónica respecto de la cual se suele estudiar la 
estabilidad y las bifurcaciones, utilizando u y v como nuevos 
parámetros del control. Las soluciones de la ecuación de 
equilibrio q12 + uq1 + v = O [27] corresponden a una 
superficie en el espacio (u,v,q1) que presenta un pliegue 
doble asociado con una catástrofe cuspidal en el plano de 
control formado por los parámetros u y v(Haken, 1983,cap 1; 
Drazin, 1992, cap 2) Ver fig. 9. 


[25] 


Puesto que u y v son funciones bien definidas de £, y de f y 
de lo, respectivamente (ecuaciones [25] y [(268]), y puesto que 
Ár y q1 difieren solamente en una constante aditiva Arz, 
independiente de % y de lo, ésto permite aplicar los resultado 
de la teoría de catástrofes (teoría de singularidades) de 
sistemas dinámicos, en codimensión dos, al caso que nos ocupa: 
la investigación de la influencia simultánea del intervalo 

en el que el electrodo afecta la membrana de la fibra y la 
amplitud lo del pulso de corriente sobre las amplitudes de 
equilibrio del modo dominante en la polarización de las 
membranas de la fibra. 
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de amplitudes de equilibrio: “ene 


La Fig. 9 muestra la variedad: que representa el conjunto 
'el espacio (u,v,q1). Se muestras: 
elevada sobre el plano Yl delos parámetros de control u,v, '; 
pero en realidad corta ese plano: (puesto que si v = 0, q1 = O: 
es solución de la ecuación [27] para todo u). Entonces 
corta el plano TY ión e «eje. ¿%.- En el Plano Y] hay una 
curva €, de ecuación: E y A 
o == 

E Ll 

que coincide . con la 


proyección de los bordes del pliegue de mM sobre el plano de 
SONES 2, v. Cuando: posa me 


A A ASNO 

23 + e ) la función qi(u,v) es 
univaluada, mientras que si: a Ss 4 

; ER E < O y 


2 “A pa 


dicha función es trivaluada. 


La región: u? > X<O: 
24 A 


es la limitada por las dos ramas de la curva C e incluye el 
semieje u negativo. Á cada uno de sus puntos le corresponden 
tres valores distintos de q1 (y por lo tanto de la amplitud de 
equilibrio Az). El intermedio es siempre inestable, mientras 
que el menor y el mayor son siempre estables. El menor 
corresponde a un estado de reposo de las membranas de la 


fibra, mientras que el mayor corresponde a un estado excitado 
de dichas membranas. 


Fuera de esa región de trivaluación, el sistema electrodo -— 
tejidos presenta un único punto de equilibrio para cada juego 
de valores de los parámetros de control y ese punto de 
equilibrio es siempre estable (Sobre la curva C propiamente 
dicha la variedad TT]es bivaluada). 


Para que el sistema electrodo-fibra pueda ser excitado a 
partir de un estado de reposo correspondiente a un punto fijo 
del plano de control, mediante una perturbación de cuantía 
suficiente, es necesario que ese punto del plano se 
encuentre en el interior de la región: a? 

| A 
donde la amplitud de equilibrio es trivaluada. Entonces es 


necesario que U sea negativo. Pero, teniendo en cuenta [23] y 
[251 e introduciendo la nueva longitud crítica: 


Am L=TA Ea” [28] ys 


obtenemos: 

a E e A.) [29] 
y 

a 42 A 

De [29] se desprende que una condición necesaria para la 


excitabilidad es que l sea superior a ly, porque entonces y 
sólo entonces u es negativo. Esto implica la restricción: 


1e 


LS ad > A. 
3 Cc T4aa 


Si esta restricción no se verifica, u resulta ser positiva o 
nula para todos los valores posibles de 1 de modo que el. 
sistema resulta inexcitable. Se:ve que ésto depende de los 
_parámetros locales de membrana b y Cc, así como de los números 
de proyección Tam y Tuey (ambos positivos, al igual que los ; 
parámetros b y c). : ñ 


La fig 10(a) muestra u en función de l. Se ve que si Ox 1 < +0 


se tiene um < mM< 6, donde: > arta? 
OMA 0 marc 
cmd? 
(4) 


es el límite de u cuando 1 tiende a +9, Como consecuencia, en 
el caso del sistema electrodo-fibra el conjunto del plano de 
los parámetros de control que es físicamente significativo se 
restringe al hemiplano um < u, y la región donde el sistema 
puede ser excitable se restringe a la franja um <u< f. La 
recta paralela al eje v y que pasa por u = Um corresponde al 
límite de despolarización uniforme de la fibra (cuando el 
intervalo de influencia del electrodo posee extensión 
infinite.) El eje v mismo corresponde al caso 1 = lx«. 


Entonces, la región del plano (u,v) donde el sistema electrodo 
fibra resulta efectivamente excitable es la limitada por las 
dos ramas del conjunto € y la recta u = Um, con Um <u<0. 


Se ha punteado en la figura 10(b). 


Las ramas del conjunto C vienen dadas por las expresiones: 


Y. 
dalla Es (id Fts0a] 


Vaz 


3 
A E ESO 
V2? 


siendo um <u < 0. Pero de [26] se desprende que v depende de A 


y de lo, y en principio puede tomar cualquier valor real, 
puesto que lo puede a su vez tomar cualquier valor real 
(negativo si es catódica, positivo si es anódica). 


Cuando lo varía entre -o y +0, v varía entre +0 y -—w 
respectivamente. 
El diagrama de bifurcación que muestra la fig.8 corresponde A 


lo = O. En general, eliminando l entre u y v se obtiene la 
siguiente relación: 


(41) Ver ec 271 


E E 


1 


j 


l 


a... 


jaa 


e o 0 
Si 


> 


beto e Na E ¡A 


u= 3c Tra o e Ty494 270? Tiras 


En la fig 10(b) se han representado varias rectas de la 
familia [31] para unos cuantos valores de lo, incluyendo lo 
O. La recta correspondiente.a lo = O corta el eje v en un 
valor positivo (que corresponde a 1 = lx*) y disminuye cuando u 
disminuye (o sea 1 aumenta) “hasta que corta la recta u = Um 
(cuando 1 = +0). Para un cierto valor na de u la recta entra 
en la región en la que la amplitud deffmodo de equilibrio es ' 
trivaluada. Este valor u corresponde! a la longitud crítica le 
dada por la fórmula [19].:de esta misma sección. Uno de los 
valores de Áz para los puntos de la recta con lo = 0 es + 
siempre Az = O. Al entrar a la región de trivaluación aparecen E 
dos nuevas soluciones Ázu y 'Áie que corresponden a las ramas ¡ A 
inestable y estable de la bifurcación silla-nodo estudiada 
previamente (fig. 8). 


Si lo no es cero, el análisis es análogo, pero ahora sobre una 
recta paralela a la que acabamos de discutir. El valor de u Y 
(o sea el valor crítico de 1) para el que cada una de estas 
rectas entran en la región de excitabilidad depende ahora de 
lo. Fijando 1 (o sea, fijando u) tenemos la situación que 
muestra la figura 10(b), donde la recta paralela al eje v 
corta al eje u entre um y O. La fig. 11, muestra la 
correspondiente relación Az(lo) para ese valor dado de u (o 
sea, de 1), en forma cualitativa. Este es el diagrama de 
bifurcaciones para la amplitud de equilibrio del modo 
dominante desacoplado con lo como único parámetro de control, 
A11í se puede ver que las amplitudes de equilibrio se 
disponen en tres ramas, dos de ellas estables ( la inferior y 
la superior) conectadas entre sí por la rama intermedia 
inestable. En el intervalo de amplitudes de corriente 
comprendidas ente Ich e 
Izb la amplitud defímodo de equilibrio es trivaluada y se 
produce el fenómeno de histéresis bien conocido, asociado con 
toda catástrofe cuspidal. 


La existencia de la reobase lgb se debe precisamente a un 
aspecto de este fenómeno Xuando el punto de equilibrio se 
encuentra sobre la rama inferior de los estados de reposo 
eléctrico de la fibra y comenzamos a disminuir la corriente 
lo, el punto de equilibrio se corre hacia la derecha hasta que 
al llegar al punto con tangente vertical Teb se produce el 
salto hacia la rama superior de los estados excitados 
estables. Una corriente- catódica tal que lo sea inferior a Imb 
no logra excitar la fibra sea cual sea su duración. 


Una vez que el estado del sistema se ha situado sobre la rama 

de los estados excitados, comenzamos a aumentar la corriente 

lo, de forma que el estado del sistema se desplace hacia la 
izquierda. Al llegar a lo = lch se produce un brusco descenso 

desde la rama de estados excitados, que desaparece en el punto 

de tangente vertical Tch, hacia la rama de estadosde reposo, X 
en particular hacia una estado de reposo con la membrana 
hiperpolarizada por la corriente anódica lo = Ich. Si lo es 

meyor que Ich los únicos estados de equilibrio posibles son 

los estados de reposo de la rama inferior, de modo que es 
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imposible excitar la fibra superponiendo a lo un pulso de 
carga eléctrica catódica. En cambio, si lo está comprendida.* 
entre la corriente anódica umbral Ich y la corriente catódica: 
umbral Irb, la fibra puede ser excitada añadiendo un pulso de. 
carga catódico lo bastante intenso como para elevar la 
amplitud del modo dominante desacoplado por encima de la 
amplitud umbral correspondiente al valor de lo estacionario 
fijado. opa. 


Para cada 1 dado (o A ra u ), se pueden hallar Ich e 
leb eliminando v de las ecuaciones [308], [30b] y [31]. Se 
obtienen así: 


rare, RRA 


3 3 o 
Ich = ET uU + ras E 2 e Tom Cade 
30H 2H? Tura An Fs AF, l 
3 3 
Inb = L Tan Y b 2144 eE 20 Lear AN a . 


Ss + 
335 F, A 


Estas expresiones se completan con las fórmulas (28] para lx* 
y (29] para u. 


Nota Para futuras referencias, he aquí los valores de algunas 
integrales que surgen del proceso de proyección sobre 
las funciones propias Y n( F ): 


(ver fora ¿lin ta) 


Para una membrana excitable uniformemente polarizada (y en 
general para cualquier cinética excitable homogénea) los 
conceptos de conjunto de decaimiento, conjunto umbral y 
conjunto amplificador resumen lo esencial de la excitabilidad 
y los fenómenos del umbral. En esta parte extenderemos por 
primera vez estos conceptos a una cinética espacialmente no 
homogénea como la correspondiente a la excitación de una fibra 
sometida a una estimulación localizada. El análisis modal no 
lineal sirve de puente entre una y otra situación. En términos 
de las amplitudes de modo tenemos una cinética homogénea, pero 
al combinar esas amplitudes de modo con las correspondientes 
funciones propias y sumar los términos resultantes, se obtiene 
una variable de campo que describe en cada instente una 
distribución espacial marcadamente no uniforme. 


Cuando la dinámica del umbral se describe empleando un único 
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modo doses 
es natural! 
desigualdad .- 3 

A<Azu, el: :conjunto umbral por: ¿A1='"Azu y el conjunto 
amplificador por Az>Azu. o 


Si linealizanos lá ceuueión de evolución para Az en el 
conjunto de: decaimiento (como una: primera aproximación a la 
cinética en -dicho conjunto) se obtiene a. partir de la ecuación 
B[(14], teniendo - -en. cuenta B[5] y. volviendo al tiempo 
dimensionado t: 


; Ñ 2 
O A: ¡e (11 
At Tom To 


Por definición 3 
o, A E (2] 
A y da 
La ecuación de evolución [1] ¿unto con la condición umbral y 
= Azy permiten fundamentar la teoría de la excitación 
catódica de.cierre debida a Blair, revisada en el capítulo I, 


parte (€), para la estimulación de una fibra por medio de 
electrodos extracelulares. 


La varzable de excitación Y de Blair es interpretada como Ay , 
la amplitud del modo dominante correspondiente al potencial 
trasmembrana. Como Á y resulta de proyectar v(t,x) sobre la 
primera función propia correspondiente al operador - A? 

2 
con condiciones de Dirichlet homogéneas en los extremos del 
intervalo de influencia y como este último es una propiedad 
del sistema electrodo-tejidos-fibra blanco, la variable de 
estado 
A71= V es una propiedad del sistema electrodo-fibra (no se 
reduce a una propiedad de la fibra solamente).- 


El valor umbral UÚ postulado por Blair y su-condición de 
excitación Y <= Use interpretan ahora como Y = Au Y As = Ayu 
respectivamente. El umbral A,y = U es también una propiedad 
del sistema electrodo-tejidos-fibra blanco, pero en vez de ser 
introducido ad-hoc, se desprende como una consecuencia, junto 
con la condición de excitación Ap=Ajun> del análisis modal no 
lineal de la ecuación de Nagumo-Rattay que desarrollamos en A 
parte (B) de este capítulo. 


La ecuación dY = -=1( V-Vo) + K 1 (t)> [3] postulada por 
Blair d+ y : 


(en realidad Blair empleaba el voltaje U(t> aplicado a través 
de los electrodos estimuladores, en lugar de la corriente 
T(t)) se deduce de la o lineal a la dinámica del 


modo dominante , dada por a ecuacion EA], 
1 
poniendo Vo = 0,k = Tm [4] y K= Am E, [15]. Los parámetros 
4 Tm 
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Por último, se advierte claramente que es la corriente global . 
é (a través de la proyección del factor de forma sobre la primer 
e . función propia, Fx >) la señal de entrada que produce la , 
ñ estimulación, en vez del voltaje W(t) aplicado entre el cátodo : 

activo y al ánodo indiferente como suponía Blair. (En el 

capítulo 1, partes (D) y (E) vimos que si la interfase ] ps 

electrodo-tejidos no se polariza, U(t) es simplemente' 5 

proporcional a I (t), pero que si dicha interfase se polariza 

esa relación no es una mera proporcionalidad). 


pr o Integrando E entre O y t se obtiene (con V(0)= 0): X y 

E a RO 4 

e V(t) = K CE e dE : 
(9) 


De este resultado y de la condición de excitación V = U se 
obtiene que una historia de corriente aplicada I(t) es justo 
umbral siempre y cuando se verifique: 


»- — ft. 41) 


pa ma y AN e Tip) alt )= Quo (6] 


donde por definición Qu,02_Y= Aru: Zm [7] es la carga umbral 


límite correspondiente al sistema eléctrodo-tejidos-fibra 
blanco. 

Puesto que k viene dada por la fórmula [4] también en términos 
de los parámetros de dicho sistema, tenemos una fundamentación 
de la funcional de excitación para la excitación catódica de 
cierre correspondiente al modelo fenomenológico de Blair. 


—oya O 


L Si la historia de corriente aplicada se reduce a un pulso 
, rectangular de amplitud constante lo y de duración tp, de [6] 
7 se desprende la fórmula de Lapicque-Hi11l para la amplitud 
E umbral lu en función de la duración del pulso estimulador 
: catódico: 
ii 
L 
a lu (tp) = 1Rb [8] 
q : a 
a EE tk > 
3 CA) 
Ñ donde, por definición, Irb= Qu, = ana (9] 
5] 
EN ] ; . a 
z e) Fra v ; ? Ñ = 
> n putro ode pS de 2>mpfitud e, 
4 Se 0 Tuti F Ú v ce ns tbante A 13 ), vito ombre 


Limit Littp)= Qu, y 3 AA A.) 


tor +) 


i 


E UNEN REWYYYOYY YY 7 7 TT 


+ 


FE A e a a a 
j pod i ; Ca E 


Para este caso la constante de tiempo del sistema electrodo- 


ts = - Qu,o = k [10] 
Ib 


tejidos-fibra blanco es : (k= zu) 


y el parámetro y. vale siempre 1,588. 


Los intentos previos de deducción de la fórmula de 
Lapicque-Hill (ver por ejemplo, Pearce, Bourland, Neilsen y 


otros, 1982) condujeron a identificar ts con “Ti en abierta 


contradicción con los resultados experimentales, que muestran 
que ts es una propiedad del sistema electrodo-tejidos-fibra 
blanco, como mencionamos en el capítulo 1 de esta obra: 
depende de “Ti », pero también depende del tamaño del electrodo, 
de la distancia entre la superficie del electrodo y la fibra 
blanco, del diámetro de la fibra estimuladora, etc.. Sólo para 
el caso de la estimulación eléctrica del miocardio mediante un 
cátodo extratisular hay otra deducción de la fórmula de 
Lapicque-Hill, más imprecisa y heurística. Suministra para ts 
una expresión muy parecida a la que acabamos de obtener a 
través de las fórmulas [4] y (10], mientras que la expresión 
para la reobase que se obtiene en ese caso difiere bastante de 
la fórmula. [9] para una fibra excitable. Esa otra deducción 
también fue hecha por mí en un trabajo previo (Suárez Ántola, 
1991). 


Más adelante estudiaremos la excitación de sincicios 
eléctricos mediante una aproximación por análisis modal no 
lineal y volveremos entonces sobre este tema. 


Consideremos ahora las expresiones que hemos obtenido para las 
variables globales del umbral: ts, Igb y Qu,o. 


De las fórmulas [10], [4] y [2] se desprende la siguiente 
expresión notable para la constante de tiempo del sistema 
electrodo-tejidos-fibra blanco: 


Ca 
A 
A + T%An 111] 
A” 
De las ecuaciones [9] y [21]: así como de la fórmula B(18] para 


la amplitud umbral Azu, se obtiene la siguiente expresión para 
la reobase: 


ts = 


Tre A SS REIS 
e AN -| PTar LAN) 
An E 2 Lin Le Tama? Zu A (121 


Por su parte la carga umbral límite Qu,o = ts, Try viene dada 
por la fórmula: 


L Tras y E TÍ 41 y ES 4 + E) 


O LT 20 1444 2 Td)  <Tsry 
pe E, (13] 
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Según EN fórmula B[12], las proyecciones. del factor de forma - 
sobre . las funciones propias del operador - A con condiciones * 


A E ' no : dy" 
de borde 97 Dirichlet homogéneas en F=-% z F=+ da sen: 
FS Ss ES PIFI Yn (FIA E A 
a A, 


7 a lF)= EN CrinTF nds n es impar. 


Para un electrodo convexo estos factores de forma son todos 
ellos proporcionales a 1/13%(exactamente proporcionales para un 
monopolo en un conductor de volumen óhmico, homogéneo e 
isótropo, aproximadamente proporcionales para un electrodo 
finito en el conductor de volumen de los tejidos). 


Para un electrodo puntual el factor de forma viene dado por: 
EXP. 29 
PF) La As 
e ¡PA AA o 


(ver parte (B) del capítulo 1Y, fórmula [19], poniendo ÍF en 
lugar de x). Pero sabemos que en este caso 1m8Bz, donde z es la 
distancia entre el qye otrodo puntual y la fibra. Entonces, 
sustituyendo z. por con As1/6, resulta: 

¿ ElFleL. REZA 
con Z independiente de 1. A? arar 2% 


A1l proyectar F(F ) sobre las funciones propias se deduce que 
los factores En son todos ellos proporcionales a 1/13. Para un 
electrodo convexo finito puede emplearse un desarrollo 
multipolar en torno al centro eléctrico de la distribución de 
las fuentes del campo, como vimos en la parte (D) del capítulo 
IV. El primer término del desarrollo es un monopolo como el 
que acabamos de considerar;el siguiente es un cuedripolo que 
actúa como un término de corrección y cuya influencia es 
pequeña a partir de una cierta distancia del centro eléctrico. 
Entonces, z resulta aproximadamente proporcional a 1 también 
en este caso y el factor de forma de un electrodo convexo 
finito resulta aproximadamente proporcional a 1/13 (tanto 
más aproximado cuanto más lejos se encuentre la fibra blanco 
del centro eléctrico del electrodo). 


Teniendo esto en cuenta obtenemos: 
FLAN A (AA FRE 
(s EE (Alu NA O q35)) 
2 
Tre A CA + ma 4), CG Fetal eL 


Am E [14] 


y una expresión análoga para Qu,o. Aquí hemos puesto: 
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AA 
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siendo en general fi una función que permanece constante o que : 


varía poco.con 1. Á todo ésto. debe añadirse la relación: 


A=q> Z [15] 


entre la longitud del intervalo de influencia + y la distancia." 


z entre el centro eléctrico del electrodo y la fibra blanco. 


Cuando el electrodo es un electrodo puntual o bien:es un 
electrodo convexo convencional, al factor es constante o 
depende débilmente de 4. En principio lo anterior también 
puede aplicarse al caso en el que el campo de corrientes 
estimuladoras se origina en un electrodo activo cóncavo'.o en 
un sistema de electrodos que. se pueden considerarpuntuales. 
Pero en este caso puede no ser factible describir los 
fenómenos del umbral con un único modo desacoplado, y si es 
factible hacer ésto, ese modo no necesariamente corresponde a 
 [Ejcomo en el caso en el que el electrodo es convexo. (Cuando 
distinguimos electrodos convexos de electrodos cóncavos 
suponemos implícitamente que la fibra excitable se encuentra 
lo suficientemente próxima a la superficie del electrodo: 
sabemos que para fibras lo bastante alejadas todos los 
electrodos cóncavos se comportan como electrodos convexos. Ver 
parte (D) del capítulo anterior). 


Ahora estamos en condiciones de discutir algunos aspectos de 
la relación entre las variables globales del umbral y los 
parámetros del sistema electrodo-tejidos-fibra blanco. 


La fig.12(a) muestra la relación entre la constante de tiempo 
ts (el factor de tiempo para la excitación de Blair) y el 
número adimensionado 1/Am, según la fórmula [11]. A medida que 
(ba aumenta desde cero, ts aumenta a partir de cero, en 
forma sigmoide,y tiende a una asíntota horizontal en ts = TM 
cuando 8/Ax tiende a infinito. El punto de inflexión en la 
curva de ts versus Í/%h se encuentra para L/Am = T/yz . 


Allí: ts = 7 “En . 
En principio esta relación debe estudiarse para 4/2 me yor 
que el valor crítico la dado en la fórmula B[(191] de este 
capítulo: ? 


de a 116] 
de NE 
| Ac Tiara 
Para electrodos convexos Í es proporcional a la distancia z 
entre el centro eléctrico y la fibra. Si ro es:la distancia 


entre el centro eléctrico y la interfase efectrodo- tej4JA0s, 
tomada sobre el eje de simetría del electrodo, podemos poner z 
= ro + d siendo d la distancia entre la superficie del 
electrodo y la fibra. Si el electrodo tiene forma esférica ro 
es su radio, si no es esférico To es una medida del tamaño 
de electrodo. Entonces, en igualdad de las demás condiciones, 
cuanto mayor es ro (cuanto más grande es el. electrodo) mayor 
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es la constante de tiempo ts, y cuando más próximo se 
encuentra el electrodo e la fibra, menor va a ser ts. Esto 
coincide con los resultados experimentales (Davis, 1923; 
Grundfest, 1932; Katz, 1939) para fibras musculares y 
nerviosas. 


E e A 


: Para un valor de Í dado, f/A4n disminuye al aumentar la 

EN constante de espacio hm de la fibra estimulada. Pero An es 
función del radio af de la fibra. Si la conductancia del 
e Ñ espacio extracelular se puede considerar infinita, 4h resulta 
y proporcional a af : 


4 = Pi Ro 0 ; 
T 117) (ver fórmula A[(16] del Capítulo 4) 


Sustituyendo [17] en [11] obtenemos: 
Eo) Ñ ts = = A 
AO TEEN 37 18] 


De esta última expresión se desprende que ds af aumenta a 
partir de cero, ts disminuye hiperbólicamente a partir de Tos y 


> principio af no puede superar el valor crítico dfo 
correspondiente al valor de 1 fijado. 


A A partir E fórmula 80463 y de la [17] obtenemos: 
nn Áfo =- 24 ñ L? Tas E A 
TpoRn Ac Tra11 


Cuando la conductancia por unidad de longitud del conductor de 
volumen exterior a la fibra blanco disminuye hasta hacerse 
comparable con la conductancia por unidad de longitud del 
interior de la fibra, la relación entre dm y Af se complica 
Q (ver fórmula A(16] del capítulo precedente). Aumentando el 
. radio de la fibra a partir de o, la constante de espacio 
aumenta proporcionalmente a Vas primero, pasa por un máximo y 
s luego empieza a disminuir. Este comportamiento junto con la 
fórmula [16] (de esta misma sección) para el valor crítico de 
/Au, tiene como consecuencia que la longitud crítica del 
intervalo de influencia pasa por un máximo cuando la constante 
de espacio de la fibra pasa por un máximo. 


Si Í es mayor que ese valor crítico máximo, pueden ser 
estimuladas fibras de cualquier radio, pero si Í es inferior, 
solo podrían ser estimuladas fibras de radios menores que un 
cierto valor Afi o bien mayores que cierto radio dfz. 

Además, también como consecuencia del comportamiento de la 
constante de espacio de la fibra blanco, la constante de 

3 tiempo del sistema electrodo fibra pasaría por un mínimo al 

] aumentar el radio de la fibra (figs. 13(a) y (b)). 


E E e O E E AENA AAA 


ctas 


i 


q... 
1 


ES 

= Consideradas (en valor absoluto) como funciones de Í, la 

ú reobase y la carga umbral límite se comportan como sugieren 
las figuras l4(a) y 14(b). Comenzando.en A Ta; disminuyen, 

28 Pasan por un mínimo y luego aumentan. La reobase aumenta 
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(fig.12)) tendiendo a cero cuando df tiende a infinito. Pero en. 


de 


linealmente y luego en forma cúbica con Í, mientras que la 


carga umbral límite aumenta en forma cúbica con A. (4) 


Para electrodos convexos estas consideraciones se trasladan de 
inmediato a la relación entre la reobase o la carga umbral 
límite y la distancia z = rot d : j " 


Finalmente consideremos algunos aspectos de la relación entre 


la reobase y el radio de la fibra y entre la carga umbral 
límite y dicho radio. E 


La amplitud umbral aumenta cuando la constente de espacio 


aumenta, desde : 
Ñ L Tias E a y- A ' 
2 To 20 La e Tí44 
cuando Ah = O hasta : hb Tar 
20 Taqas 


para el valor crítico de %x correspondiente a la longitud del 

intervalo de influencia del sistema. Suponiendo que Ames 

proporcional aYáf, y teniendo en cuenta las fórmulas para Ipab 
y Qu,o así como este comportamiento de la amplitud umbral, 

resulta que |Ia4 y [Qu,o| dependen de af como sugieren las 

figs.15(a) y 15(b). Cuando af se aproxima a cero, tanto Ib 
como Qu,o ; 
crecen proporcionalmente a 1/af y Qu,o se aproxima a "Zm. 

Cuando (3) TAL 

2f aumunta pasan por un mínimo y luego aumentan hasta que se 

alcanza el valor crítico del radio de la fibra. 


Mientras que [Qu,o k  |lIrbhisminuyen con el aumento de af, 
eso significa que en igualdad de las demás condiciones, las 
fibras de mayor diámetro van a formar sistemas electrodo-fibra 
que globalmente serán más excitables- es decir, que sus curvas 
amplitud duración se van a disponer por debajo de las curvas 
correspondiente a fibras más delgadas. 


Si [|Qu,joke [Irb| pasan por un mínimo al aumentar Af, ese 
mínimo en principio no va a ocurrir para el mismo radio af en 
ambos casos, por lo cual el análisis de la excitabilidad 
global en este caso es más delicado. 


Ca) eep. [127,043], [44] 
C2) Adu, dado en BLA] 
(3) (1Qy ol y Y y ec. E431 Y [ 443) 
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Si bien la conocida fórmula de Lapicque-Hill se ajusta 
bastante bien a los datos experimentales obtenidos por 
estimulación de fibras excitables empleando electrodos 
extratisulares relativamente grandes, en condiciones en las 
que las variables de acomodación pueden ser despreciadas en 
primera instancia, algunas:veces los datos experimentales se 
disponen sistemáticamente un poco por encima de la curva 
teórica para duraciones tp intermedias respecto de la 
constante de tiempo del sistema electrodo-fibra. Este 
comportamiento podría estar relacionado de alguna forma con la 
aproximación lineal a la ecuación de evolución del modo 
dominante que usamos en la deducción de la fórmula de 
Lapicque-Hill. Como el fenómeno de la excitación es muy 
complejo, ese comportamiento puede deberse a otras causas. De 
todas formas resulta interesante ver que pasa si mejoramos la 
aproximación a la cinética en el conjunto de decaimiento. 


Comencemos nuevamente desde la ecuación no lineal A[14] que 
describe la evolución del modo dominante. Introduzcamos la 


función: 3 
L 
p As le Va Ar-Lb La A, +< Tears As ens 


: 2% 
con Vaz A+ DAM 

2 
y consideremos de ahora en más pulsos de corriente de amplitud 


lo constante. En ese caso, mientras dura el pulso, la ecuación 
A(14] puede reescribirse así: 


AA ZA ET —- pl(As) 2] 
e Í 
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La función pb “posee tres ceros: Ba =0, A/= Adu. y. 44 
Are 

donde Á yy es la amplitud umbral y Le es la amplitud del“ 
estado excitado, ambas para lo = 0:¿Cuando lo es distinto de* 
cero y se mantiene indefinidamente,' las nuevas amplitudes ds. 
equilibrio son ahora los ceros de ' E ; 7 


Fueron estudiadas al final de la sección: (A) de Eto capítulo 
y se representaron en la fig. 11 para 'un walor “fijo del 
intervalo de influencia superior al valor crítico de allí 
introducido. 


Supongamos que : Pm SS te AD) [3] 


A] 
i 


ñ 


donde el máximo se toma en el intervalo (0, Aju) (En dicho 
intervalo y en el intervalo (Age,+e09) la función E o, (A a) 
es positiva. Si Ax es menor que cero y si Áy se e uentra 
comprendida entre AÁzy Y A£1e » la función 7 (A1) es 
negativa). . 


El A e —_HE— [41 
A Fu 


es la corriente reobásica (ver figs Hyd4) (Obsérvese que: como E, 
es negativo, Irb también lo es). 

Si lo es mayor que Ipgy(recordar que lo e lu son ambas 
negativas), la ecuación (2] presentará un único punto de 
equilibrio estable comprendido entre Az = 0 y Ay = Adxy- 
Supongamos que Ax (0) =0. Entonces, al cesar el pulso 
estimulador, no importa cuén larga sea su duración Ep , la 
amplitud de modo Ay (TZ p) será siempre inferior a Ázx , O “sea 
se hallará siempre en su conjunto de decaimiento Ay < Anxx- 
.Como consecuencia la fibra retornará al estado de reposo del 
cual partió. La excitación habré fracasado. Por el contrario, 
si lo es menor que Ir la ecuación [2] presentará una única 
amplitud de equilibrio, mayor que Á ye, (ver fig. Pu de modo 
que entre Az = ÚO y esa amplitud de equilibrio ZA será 
positiva. > 


= 


ye 


«al 


Supongamos el pulso dura lo suficiente como para que, 
partiendo siempre de Ay (0) = O, se verifique A, 7 > Ayu z 
Una vez cesada la corriente, la amplitud de modo se encontrará 
en el conjunto amplificador Ay > Ayu . Como consecuencia se 
producirá la excitación de la fibra. 


a 


FEVFIFTrIATSIPP SPAN TE TATIANA 


; (2) 
P Separando variables en la ecuación (2] e integrando entre O y Ata 
% obtendremos, para un pulso jJusto-umbreal: 

S . 4=Ácu SER 

3 j 

: + e SRT [5] 

> A.=0 

2 

E 3 (AYPara Ver ¿to Cconvyen e (2) A 2 

ES reescribir a ecC2jaa. 90 la E 7 

p TES Zo A EE ZO 1 Sere el p respecto 


ar =p 4 7 Pm > 


a 


qee 


Teniendo en cuenta que "LT = 


t 
A 
7 “Loa 
verifica: R Asi Ad 


“Tos AA 


| ME) Aa - An 
Como - Ar=0 A E, E, 
A A 


Qu = tp x lu = 


A Z< = Ñ Í - TR 
A SPA * 4- Ñ 
obtenemos integrando entre A, =0yA,= Es y multiplicando 
por Tm". (4 
de 


“Em Arn > IA > Tu Aru A 
j E 
e A (bf) 


Entonces, cuando tp tiende a cero resulta que existe el límite 


Qu,o = línm tp x lu y vale (notar que Se tp 0, necesariamente 
tp +0 La f yoo) > 


[6] 


Asi la carga umbral límite viene dada por la misma expresión 
que hallamos en la sección (C) precedente (fórmula C[7])> 


Una vez hallada la reobase (fórmula (4]) y la carga umbral 
límite (fórmula [6]), podemos determinar la constante de 
tiempo del sistema electrodo-fibra: 


ts= Quo = TÍme Ara 


Lay | Pa E [7] 


Las expresiones [4],[6] y[7] son completamente generales y se 


verifican siempre que la dinámica del umbral se pueda reducir 
a la evolución del modo uno desacoplado. La constante de 
tiempo para ls aproximación lineal a la cinética (fórmula 
C[11]) es: a 1 

TAM 


tel = e /o, cn Viz 4 + E 


Vemos que en general 
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resulta que la carga umbral ES 


e Ea 
RAN a 


z 


CIT, 


be (A '' Ts, L 

A Mm E $ 

acsaments (fórmula E[9]) pd = Vy_A:u .Entonces, en 
general A AZ Fa - 


Trb=-fa TF rob, > [9] 


YAA 


Se tiene pues ts, x Igfbj=uoL= Quo = ts xTIpgb “(107 


Comn la carga umbral límite en la aproximación lineal es la 
nisma para la ecuación no lineal completa, el efecto de tener 
en cuenta la no linealidad sobre la constante de tiempo es 
inverso a su efecto sobre la reobase: si una aumenta, la otra 
disminuye E Á su e lo que ocurra va a 
depender de si el cociente mM es mayor o menor sve uno, 
(ver figs., 17 (a) y 17? (b)> Cp/05 Acs / / 


Estudiemos ahbra una aproximación cuadrática a la cinética del 

modo dominante en su conjunto de decaimiento. Para ello 

a $ (Az) por un polinomio cuadrático que se anula 

en Ay = Ar = Asu (igual que (A1> ) y, que posee el 

mismo E máximo Sm que (Ax) entrjA, = 0 y Ay = £A aun- Xx 
Aproximaremos asi ts (Ax > por el polinomio A pu Ar ¡E A/)- 
Naturalmente el AZ 


méximo de este último polinomio ya no se alcanza para el mismo 
valor de Ay en el que pa ) alcanza su valor máximo y cuando 


Ár es mayor que la amplitud unbral Ayu el comportamiento de 
ambos polinomios es muy diferente. Esto último no importa 
tanto, desde que nuestro propósito es aproximar la cinética en 
el conjunto de decaimiento A, < AÁxu. Sustituyendo en la 
ecuación [2] CA1) por el polinomio cuadrático aproximante, 
resulta tras algún reordenamiento y teniendo en cuenta la 
expresión [4] para la reobase: 


Z 


E 
das ll 4 ZA 0113 
TE, Ñ 1d z, eS És 6 Adu Ó 


Para un pulso justo umbral de amplitud lu, separando variables 
en [11] e integrando entre.A¿= O (paraT= 0 ) y Az = Axrn 
(para Tz=Zp) obtenemos, después de algunos reordenamientos, la 
siguiente fórmula (volviendo al tiempo dimensionado t): 


E 
ad A dd (bs | X 


a 4 
donde, por defimición u= , En [13] 
A E 
y ts = Tm Pr es la constante de tiempo no lineal. 


Si u, tp es pequeña respecto de la unidad, la fórmula [12] se 
ts 
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puede aproximar por ultp ml. De esta última relación y de la. 


t, : e 
definición [13] de u se “desprende la siguiente relación entre id 


la intensidad umbral lu y la duración tp del pulso 
estimulador: 


lu = I8b (d+ts Y). : o 114]. 
E tp 


Escrita de la forma Qu = Qu,o + JIgfb-tp con Qu = tp x Ju, fue “y 
propuesta por Weiss (13901) como fórmula empírica y continúa 
siendo utilizada. con ese carácter en electrofisiología 
clínica, según se dijo en el primer capítulo de esta obra. 
Ahora aparece como una aproximación a la relación [12], con 
los parámetros 

Igb y ts expresados en términos de los parémetros básicos 
del sistema electrodo-tejidos-fibra blanco a través de la 
fórmulas [41 y [7] respectivamente. 


No obstante la fórmula [14] no es una buena aproximación a la 
fórmula (12] aunque se comporta en forma parecida. Esto puede 
verse fácilmente haciendo tender la duración del pulso a 
infinito. Cuando tp aumenta, lu disminuye aproximándose a IRD 
, con lo cual u se aproxima a cero. Para que 4 pueda 
aproximarse a cero manteniendo su validez la relación [12], 
te(u. tp) debe 

te 


aproximarse a infinito cuando tp aumenta sin límite. Pero ésto 
puede ocurrir siempre y cuando u tp se aproxime a Y, (por 
debajo) +, 


cuando tp tiende a infinito. De aquí se a junto con la 
definición [13] de u, que lu Igrb(A1 FP (PES 4821) 115] para 
valores grandes de tp, lo cual excluye evidentemente el j 


comportamiento expresado en la relación [14] para esos valores 
de la duración del pulso estimulador. 


Es posible obtener una mejor aproximación como sigue. 
Elevamos el cuadrado ambos miembros de la ecuación [12]. 


Despejamos lu , obteniendo lu_ . 1 
TRb TRb Ss Q + 
en Ho 
[u- $e] 
Aproximamos ahora sen utp “" por utp . Luego, despejamos 
h: ts ts 
definitivamente _lu_ , resultando la nueva fórmula: 
IRb 
Tu A a 
ES CAR NA o (16] 
os 2 E2 
P 


Cuando tp es pequeño respecto de uno, las fórmulas (14] (de 


S 
Weiss-Lapicgque) y [161 son equivalentes entre sí y 
compatibles con la relación tp x lu (tp>Qu,o que se 
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obtiene a partir de la cinética no lineal completa cuando to” 
tiende a cero. 


Si tp es: mucho mayor que la unidad, la fórmula [16] lia a 


Ss 2 pa 
. lu (tp) se aproxima a la reobase como Igb (14 ts ).. (desarelindo N 
e ad +t> en 


ha pa 


según Taylor). La aproximación a la reobase es en este caso 
con el mismo orden numérico en ts que el expresado en la 
fórmula [15] + 

DN 2 
aunque el coeficiente no es el mismo (1 en lugar de TE ). 


o 


Para la nueva fórmula el parámetro O viene dado por O = Ilult;) 


La, 


De (14 VS )2 1,618 [17]. La cronaxía se calcula a partir de su 


definición lu (ter)_2, obteniéndose tap __ ts 20,707 É, 
[18] Tar | EN 


Si tomamos en todos los casos el mismo valor para la reobase y 
el mismo valor para la constante de tiempo, la gráfica de Iu 
versus tp correspondiente a la relación [16] se dispone 
ligeramente por encima de la gráfica para la fórmula de 


Lapicque-Hill y por debajo de la gráfica correspondiente a la 
foraula de Weiss- Lapicque (ver fig. 18). 


Esto se desprende de los valores de O” para cada una de esa 
fórmulas: ("== 1,588 (Lapicque-Hill), 6'= 1.618 (fórmula [16]) 


y 62 (Weiss-Lapicque). 


Cabe preguntarse que ocurre cuando tomamos P (Ax ) sin 
aproximar e integramos la ecuación [2] por separación de 
variables, obteniendo así la ecuación [5] (que utilizamos 
para demostrar la existencia y para calcular la carga umbral 
limite). Integrando el miembro de la derecha en la ecuación 
[5] se obtiene una expresión. bastante engorrosa: 


A e ANAL AAN 
des Ea UN y 
AA E? [19] 
ESOO Pp] efe al ds 


pl Les a tg) - arcÍ; E 


P Lte- py" +p" 


Aquií Ars ad e 1) =<p-p EP mientras que los parámetros 
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de le: 
SEO , 
AUN ccoaridiil 


spr 


ALSO A 


| 


.. 


Y: verifican las ecuaciones: . 


» Zas 
C Tun 


y 04 po) 


5 


24 4 Yp= HS a ds 


a Lu 
C Tiara 


Le expresión [19] se obtiene a partir de la constatación que, 

para una amplitud lu cuyo valor absoluto es mayor as el valor 
absoluto de la reobase, el polinomio A, E Tu- CA4)Y posee 

dos raíces complejo-conjugadas a a le £ así como una 

raíz simple Y? de modo que puede po Lac ME PIAr)= — Tar (Ay -pÍ(A¿-e)3 y 
y la integración se efectúa luego por eraconós parciales. / 
Cuando lu se aproxima a la reobase, lo cual ocurre cuando la 
duración del pulso tiende a infinito, el parámetro L tiende a 
cero. Entonces las raíces complejo-conjugadas se aproximan y 

se confunden en una raíz doble <Rb - Si lIul es inferior al 

valor absoluto de la reobase, A% Fi Tu = (Ar) posee 

tres raícesMfig. 16). La amplitud de modo Sólo puede 

aproximarse a la menor'de esas tres, que es siempre inferior a 

Au . Por su parte, cuando lu tiende a 1pfb, el parámetro qe 
tiende a un valor Rh * 


Empleando las fórmulas de Cardano para las raíces de una 


E A 


7 


ecuación cúbica es posible demostrar que pe tiende a as 
proporcionalmente a fTu _y y que lím Tp xP = Ea 
Teb TpT oo ems ra) 


De aquí se desprende nuevamente que, para tp cesndende 
infinito, 1, (tp) 1IRb (1+K ist ) donde K es un Pactos de 


“ip? 
proporcionalidad adecuado. 


Así pues, tanto en el caso del modelo cuadrático como en el 
caso del modelo cúbico, lu tiende a su valor reobásico 
aproximándose en forma proporcional a 1/ +2 . Cabe 
preguntarse si este comportamiento asintótico no será una 
propiedad general para cualquier cinética no lineal, tal que 
en el intervalo[ 0, Arul la función (Arz ) se anule en los 
extremos y presente un único máximo eh su interior, en el 
punto A,= gb - 


Para estudiar esta conjetura consideremos la función 


! (Aj; Tu) = Mba PLA.) [20] 
(2) 


Cuando lu= Igb, la función ÉCA,; ad presenta un cero doble en 


A,=%f) Puesto que se verifica A ETA) = p(Arb)= Lx y ¿q ean=0 . 
Entonces, si 8 Ar )= 4 cr NN tenemos: 


Meter) 


VA; Tap) = (Ar - 7! 


: a 
0) an) ACA4) [21] 
donde desarrollamos según Taylor" la función ES Aquí 


ACA JE EPIA aio 


siendo Az un número comprendido entre: ab. y As 


Pero si JIu = Tu - IRb , resulta que . 


SA Ta) la Fs JS Ta + £04 7 Top) [221 
Entonces, sustituyendo [217 en [221 y [22] en (s] obtenemos: 
AA 4 


Are Agu 
Ea aaa Edad 
Lp= DF $T + (As- %5) G eab) + (Ac egb) A (AN 3 
En ma presión g (XRL) es positivo y h(A4 ) es una 
función continúa y acotada en el intervalo de integración. 


Efectuado el cambio de variable UY = Áa + oro 


Va FT, 


para Er Eu positivo (o sea, para lu< Ifb) la integral [231 


puede reescribirse así: 


w=(An-“a)/AERTT, 
e VE 4 | ¡a PA - A 
40 


A + glas laz EST, to (bt VR ET, 10) 

xXrb a 
TS 1247: 
Aquí AgL HPV E ST, w Ww — As E q, Aru) 


Introduciendo la función escalón unidad de Heavside se puede 
reescribir Je así (fig. 19) 


a ) 
nop 88 yr a Le 6) >) 
RT. A A A a) Le 
-00 [14 gltab)ay VE EI Aleeb + VAFE NI, 9) 02) 
Pero cuando ¿lu tiende a cero, al integrando en el segundo 
miembro de la ecuación [ 25] tiende a la función 1 
2 A + (ent) SiN 
Entonces, tomando el límite para ¿Y lu tendiendo a cero (desde 
valores negativos pues las corrientes son catódicas) y 
teniendo en cuenta las propiedades de convergencia de las 
integrales que pueden tomarse en he A de Lebesgue 
(Burkill 1951) se obtiene: 


Am To x Vas, dl y Ss [26] 
17,0 ¿ a Ta 


. donde hemos tenido en cuenta que Tp = tp y que da, = lu - Ip 


“Esto demuestra la conjetura que efectuamos acerca del 


tendiendo a infinito: 


7 qe os 
He a a 
La p)z Tab (A LS LJ rar E a 127] 


De [26] obtenemos la AE cenES expresión asintótica para: t 
A a , E 


comportamiento asintótico de la relación entre la amplitud 
umbral y la duración del pulso estimulador catódico, para 
cualquier cinética no lineal que pueda reducirse a la del modo 
dominante y que posea las misma propiedades cualitativas que 
la aproximación cúbica en el intervalo entre la amplitud de 
reposo y la amplitud umbral. 


a rl a E 


Pero hemos visto aus 5 E 1,, = = CAY mientras 
que E (dep) = 1 +13 q] rb del ya a 
27? Za 


Ent : I les y *Teb (4 >) P 1 ,, 
ntonces: lu Pp R Fo TES ero por la pormota 
[7] sabemos que ts= Tm Aru id: P 


M 
Teniendo ésto en cuenta obtenemos finalmente: 


la GNSIRA(A + da EE A (E E [281 


cuando tp es grande respecto e la unidad. 
ts 


Para la aproximación cuadrática, PAra tp Ap de modo 
que A 
Arb= 5 


Sustituyendo en dd estos resultados reencontramos la 
aproximación asintótica [15] como debe ser. 


Recapitulando lo que hicimos en la sección (C) y en esta 
sección, vemos que sobre la base de la ecuación de evolución 
fundamentamos el modelo clásico de Blair y la fórmula de 
Lapicque-Hil1%ldedujimos una nueva fórmula para la curva 
intensidad-duración en la estimulación catódica y obtuvimos 
una forma asintótica genérica para dicha curva en la región de 
los pulsos de larga duración. Como resultado de ese trabajo 
hallamos expresiones analíticas que relacionan los parámetros 
£lobales del umbral ts, Qu,o e IRb con los parámetros de 
membrana de la fibra excitable (blanco de la estimulación) y 
con los parámetros que describen la geometría del campo de 
corrientes eléctricas estimuladoras. 


Corresponde preguntarse ahora que modificaciones producen los 
demás modos de evolución del potencial trasmembrana cuando se 
acoplan con el modo dominante y afectan su dinámica. El 

estudio de este problema es el objetivo de la sección próxima. 
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E 


Gato A 


A 


” Nota: Cuando decimos “modo dominante desacoplado” nos : 
referimos a una situación en la que un modo pas a 
(en nuestro caso el modo uno) evoluciona sin. “0: * 


ser influido por los demás modos, 


a su vez de la forma 
que describe la ecuáción B [15]. 


Ántes de estudiar el efecto de los demás modos sobre la 
dinámica del modo uno, consideremos cada uno de esos modos 
desacoplados de los otros. Á partir de la ecuación B [9] se 
desprende la siguiente ecuación de evolución para el modo 
n-ésimo desacoplado: 


2 3 
To ¿An = pe Fr LF) -Vs As + b, As — En An (11 
ol E 


donde Vnz= 4-4 za (21 ) bx = b Lem Lal 


a 
y cn = clAnnmn [3 b]. Cuando la corriente aplicada se anula, 
la ecuación de evolución resultante posee siempre el valor de 
equilibrio estable An = O. Pero siAn = (bx )"-M»[4]es 
positivo 2c2n Cn 

dicha ecuación de evolución posee además dos nuevos puntos de 
equilibrio correspondientes a las dos raíces reales de la 
ecuación cn AZ - bn A% +05 Ap = o [s] 


En la Nota al final de la sección (B) hemos visto que Inntn = 
1,5 E todo n, mientras que Tnnn va alternando su signo como 
(-1) Yi m 

(n = 1,3,5,7,...) mientras que en valor absoluto disminuye 
proporcionalmente a 1/n. Así dá = 1,200, Ta, =-0,400, Tos5= 
=0,240 + 

Tar = - 0,171,etc. 


TE AA es positivo ambas raíces de [5] son positivas, 


" siendo Ana =Con/aca)VAniba] inestable y Ane = = ( bn/2q,)+ An: ¿0 


estable (n = 1, 5, 9, 


Pero cúando Lnnn- es negativo (n = 3,7,11,...) ambas amplitudes 
de equilibrio son negativas, siendo ahora la pr c00. 


inestable Anu o V<VA, (781 nientras que Ane= a) VA, L44] 


es estable. 

Entonces, para desestebi lizar un modo con Lona A 
desacoplado de los demás modos, es necesario generar una 
perturbación con Án negativa, a partir del valor de reposo Án 


38 


, 


ZO (AnZ nu es el conjunto amplificador y Anu <A es el 


-€el modo desacoplado). 


Para poder desestabilizar un modo desacoplado, es necesario 
que Án sea positivo (de lo contrario no: hay biestabilidad en 


- siempre mayor que uno, es necesario que br > 4 Cp para que 


= O. En ese caso el termino A Fn 1 (t) debe ser negativor 
durante un tiempo suficiente como para que al finalizar -.el- , 
-pulso estimulador en el instante tp, se verifique An(tp)< Amy 


conjunto de decaimiento en este caso, para n= 3,7, 11,..., con 2 


el sistema dinámico, correspondiente). PeroÁn es positivo 


siempre y cuando bn* > 4cnVn . Como (ver[27] ) Vnes 


4 
El 


pueda haber biestabilidead. Pero (ver fórmulas [ 3al] y (3b] >) 
mientres que en permanece constante, bn disminuye como 1/n a 
medida que n aumenta, entonces para una determinada curva 
característica correspondiente a la densidad de corriente en 
función del voltaje trasmembrana (o sea, para b y e dados): 
siempre va a existir un índice n a partir del cual la 
desigualdad bn? > 4 Cn no se va a poder cumplir. Esos modos no 
podrán ser desestabilizados, sea cual sea la longitud del 
intervalo de influencia f  , csendo se los considera 
desacoplados. Pero si se cumpl bn? Pd tenemos un valor 
crítico AÁn,c de A , dado a q 7)L8 

Acn T 
tal que sid es inferior EN c, el modo de índice n no podrá 
ser desestabilizado. Obsérvese que4n,c crece con n más que 
linealmente. Así A 


fac 


E: 
y: 


a 
BRA Tess = 414% ) 
HAC LESA Trans 4130 
As 2 e] Cpres TÍ =0,1S ) 
Vas ze dl Tis 4/3 


Entonces, para dae < , X ds, c el modo uno podría ser 
desestabilizado, pero el modo tres no podría serlo.- 


Como A es proporcional a la distancia entre el centro 
eléctrico del electrodo y la fibra blanco, resulta que a 
medida que acercamos el electrodo a la fibra vamos eliminando 
la posibilidad de desestabilizar modos, hasta que solo podemos 
desestabilizar el primero y luego, ninguno (suponiendo que el 
electrodo sea lo suficientemente pequeño). Como Ames 
proporcional a Vez y Anc 

es proporcional a Am resulta que la longitud crítica para 
poder desestabilizar un modo desacoplado aumenta como la raíz 
cuadrada del diámetro de la fibra blanco. Entonces, si dos 
fibras de diámetros diferentes se hallan a la misma distancia 
de un electrodo, adyacentes una a la otra, ajustando la 
distancia Z de modo que ff quede comprendida entre ambas 
longitudes críticas para un mismo modo, la desestabilización 
del modo considerado quedaría bloqueada para una de las fibras 
pero no para la otra. 


Consideremos ahora el problema del acoplamiento de modos 
cuando el modo uno actús como modo dominante, o sea es el 
único que finalmente se desestabiliza y arrastra consigo a los 
demás modos. La idea básica es emplear las diferencias en 
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Xx 


se 


ta 
A qe 


orden de megnitud entre la Sucata temporal en que varía As E) 
y las escalas temporales (mucho más cortas) en las que E 
varían las amplitudes de los demás modos 'An(t), para 
esclayizar estos últimof empleando un procedimiento de 
eliminación adiabética común en sinergética (Haken, tds 


Comencemos a partir de la ecuación de. evolución para la 
amplitud del modo n-ésimo, acoplado con los demás modos. Dicha 
ecuación puede e así: 


Tm YA = 0 An + NC 4ApItIp) + la Fo IHH-— [9] 


Aquí Nn ( LÍAp (t)) ) representa el conjunto de términos no 
lineales en la ecuación de evolución. 


:4 
5] 
Ñ 
Dl 
E 
MES 


- nt 
Suponiendo que lím An(t) € Tm =0 , a partir de [s1 


EN aco 
obtiene la expresión: 


Vez Uns 


ant) = E | e mp N, C1Ap(1))) + da Ta DOT As 


Integrando por partes y reordenando términos se obtiene, luego 
de algunas transformaciones: 


A 


Af 


_Yn + + oa 
Yn S 
a , ph 
+ AMET. LA — e HalDdsl Site 
Vhn T 14) PEE 
AS 
Z Un [t-S) e 
P e Tm . A y) 
ero cae exponencialmente a cero con coeficiente Un 
Em 
cuando s disminuye desde s = t hacia s = -— oo 


Además, para una función B (t) lo bastante regular se verifica 


t 
Dar as 
e E fe aimidr: FT 


-eo<3 <É roxi 
E siendo -— *o< ze con Sy E oxíimo 
09 


a t - posiblemente comprendido entre t -—- MS y E (ver fig. 
20). Vn 
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Teniendo ésto último en cuenta y aplicándolo a las 
que aparecen en a fórmla 101 resulta: 


Ly E + VC¿A AR 
e a [a e 21940) His Em 17 po% 
Ma CAP 7) coa ; Dn AM, CLA» 


vt t IIS) 
de sd as ¡exa Jar 3 y Esa [ESP] 
T 14) ÁS Va IH) 


Entonces, si' .las escalas temporales en las que varían I (t) y. 


“Em j e 
En C 4 Ap (19) ) son grandes respecto de > se puede efectuar 4 
e 


aproximación adiabática, que se eds luego de un tiempo ESE 


anto = E CNA CLA 14))) + Am Ph 114) ] 9] 


(n = 3,5,%,...) 

(Esto corresponde al denominado orden cero de aproximación 
externa en un análisis por perturbaciones singulares. El orden 
cero de aproximación interna es en este caso la relajación de 
los modos de orden superior desde su valores iniciales An(0)> 
hasta verificar las ecuaciones de cuasi-equilibrio 112 
,manteniéndose Ay (t)Z YN (0) durante todo este proceso. 


El termino no lineal Nn (Lap? ) viene dado por Nn (ft Ap) ) = 
E A 

b 2. "np %p 3 _ >, Impgr Ap AjAr 
Suponiendo que se excita O la amplitud del modo 
uno (“excita" aquí significa que se perturba desde su valor de 
reposo, aunque no necesariamente esa perturbación va a ser 
suficiente para desestabilizar el modo uno y producir, ahora 
si la excitación de la fibra considerada) es posible aproximar 
a1 primer orden significativo no lineal: 


Anter 20b Ti At) 2 Fi 168) 


sa Dn 


* 


[13] 


Sustituyendo en la ecuación de evolución para la amplitud del 
modo uno, obtenemos la siguiente aproximación al tercer orden 


en Áx : 
YA = Pe = [Azs: T 14) 


T 
donde Fe (Ay; IIrl)= IUCIILNAs —- Es A+cl Aj . Y 
115] 


siendo 


EA A sl da 


” 
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bio bie > tisbJa-. 
2 Y ;Ss e 
el = 2 Li — 2b Sn Ze CA 


En este orden de aproximación se alteran los coeficientes de Aj 
? de Pd debido al acoplamiento de modos, pero el coeficiente che 


- 4 $ 
a? no se altera. Las sumatorias 2.m se toman sobre todos 


los índices impares distintos de 1. 

Obsérvese que <%4 es siempre inferior a Cx4 =C Trara . 

Con el propósito de concretar, supongamos que aplicamos un 
pulso catódico de amplitud lo y duración tp. La duración del 
pulso debe ser mayor que “m/vV3 que es el mayor de los tiempos 
característicos asociados a. Les modes eschovizados. 


Mientras dura el pulso, las amplitudes de los modos esclavos 
verifican las ecuaciones [13]. Cuando desaparece el pulso en 
el instante t = tp, estas amplitudes comienzan a variar desde 
los valores AÁn(tp) (n= 3,5,7,...) al final del pulso 
estimulador, hasta ser nuevamente esclavizadas por el modo 
dominante. Entonces, durante un corto intervalo de tiempo 
inmediatamente después de la finalización del pulso de 
corriente, la evolución de la amplitud del modo dominante 
puede describirse aproximadamente por la ecuación: 


Tn LA e = fa CAs ; Lo [17] 
ot 


La ecuación [171 posee siempre el punto de equilibrio 
estable Arz DD. . 

i Eventualmente puede presentar, además, dos nuevos 
puntos de equilibrio, Aju(To) que es inestable y Ayg(lo) que 
es estable. De estos puntos de equilibrio adicionales sólo nos - 
interesa el inestable, porque podemos suponer que si A y (tp) 
es menor que Aru la amplitud del modo dominante tenderá a 
regresar hacia su valor de reposo arrastrando también hacia 
sus valores de reposo a las amplitudes de los demás modos. Así 
mismo, podemos suponer que si Ay (tp) es mayor que Áyy la 
amplitud del modo dominante va a tender a continuar su 
apartamiento del estado de reposo, arrastrando consigo a las 
demás amplitudes y terminando por producir la excitación 
eléctrica de la fibra. 

Ahora: 


Ay 177 Eo TAC) 


24 Lol (18) 


a 1 
De [162] se desprende que a, (To) = Ys Zhu e Le yn Lean Fi, 


n ————s 


Y» 
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donde 20 
los coeficientes “MM Un: :son positivos para todo n (ver: Not 


al final de la scción. (B)>"de este capítulo) mientras que las” 
proyecciones del factor de forma Fn pueden ser positivas ES 
negativas. Como lo es una corriente catódica (negativa), los 
factores Fn negativos contribuirán a disminuir el. umbral'de e 
desestabilización para el modo uno (modos sinérgicos). : 


En cambio, los factores Fn positivos coptripnimén. a aumentar 
el umbral (modos antagónicos). Si 3%, Tun FH/0Vp es positiva, 


el umbral aumentará con el AUBEn to enel valor absoluto de la - 
corriente catódica. Se 


De [18]y de la o para d¿ (lo) se desprende que 
Y 
cuando lo). IT, = Ces 2] / 121% 3 al Tata 1) 1457 


la amplitud umbral alcanza au valor máximo 2/9ct y luego 
desaparece. Todo ésto exige que el numerador en la fórmula (191 
sea positivo, para lo cual la longitud del intervalo de - 
influencia debe superar una longitud crítica f¿.e que verifica 
la ecuación: 


2 
ade Let - 120] 
Ac! 


Como eí ,dado por la fórmula [160], , depende delf/a través 
de los pareméttos Vn, resulta que a es algo diferente a la 
longitud crítica fac y gue hallamos previamentel! ara el modo 
uno desacoplado. Como “CY es siempre inferior a Cr va a 
resultar menor que f£¿e E AS 

Para cada longitud del intervalo de influencia superior a la 
crítica, existe un valor lg de [lo) tal que si un pulso 
catódico posee llof mayor que lg y dura lo suficiente como 
para que los modos de orden mayor que uno se puedan considerar 


esclavos hacia el final del pulso, entonces la fibra no podrá 
ser excitada: 


lg sería pues, un verdadero umbral absoluto de bloqueo 
(fig.21). 


Consideremos la amplitud del modo uno al final del pulso 
estimulador Ax= AC te ;llol >). Es una función creciente 
de tp y también de lo . 


La figura 21 muestra en forma cualitativa la relación entre la 
amplitud Ay y lo para diferentes valores de tp. La curva 
que se dispone por encima de las demás corresponde a pulsos de 
duración infinita (o sea, en forma de escalón). Corta a la 
curva que representa el umbral para la desestabilización del 
modo dominante en dos puntos: uno corresponde a la reobase, el 
otro al umbral 'reobásico de bloqueo. 


Las curvas Ay = A, (tez lo > correspondientes a duraciones 
tp finitas pero lo suficientemente grandes, cortan a la curva 


AÁz A (| lol > tsmbién en dos puntos cuyas abscisas son el valor 
Au 
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" absoluto de la amplitud umbral lu (tp) para pulsos . A 


“disminuir tp ambas amplitudes umbral se aproximan entre sí.:. 
Estos resultados sugieren la posibilidad de un tipo de bloqueo 


pe 


¿rd 


sy 


AA 


Sr 


E ASPE AA 0 at ato ADA Si E NA 


estimuladores de esa duración y el valor absoluto de la: 
amplitud umbral de bloqueo Jlub- (tp) para esos pulsos. Al: 


anódico por el cátodo debido.a la excitación de modos o 
antagónicos respecto del modo dominante. dl 


Varias predicciones que se desprenden de lo anterior podrían 
confrontarse con los resultados. de experimentos apropiados, 
pero cabe esperar que una teoría completa del bloqueo anódico 
exija la introducción de variables de activación y de 
recuperación que hasta ahora no hemos tenido én cuenta. 


+5 


De momento, siguiendo un procedimiento análogo al que 
utilizamos para deducir la ley de Lapicque-Hill y fundamentar 
la teoría de Blair de la excitación, linealizaremos la 
ecuación de evolución para la amplitud del modo dominante en 


el conjunto de decaimiento Az < Asu (To), obteniendo: 
2 
ES Am Fa E NINA 


Integrando entre O y tp resulta una aproximación a la amplitud 
de modo al final del pulso estimulador: 


0 q, 
i e Ad Oe A Fa Lo — 
As ítp Do) a An CA—- e Tau ) ne 
Y (To) 


Dicha amplitud corresponde a un pulso justo-umbral - 


cuando Ax (tp, lo) = A yy (lo), donde A (lo) viene dada. 
por la fórmula (18] 


Esto origina una ecuación para lo que para tp lo 

suficientemente larga posee dos raíces: lu (tp) e IubCtp). 

Las corrientes de duración tp y amplitudes comprendidas entre 

estos dos umbrales son supraumbrales: excitan la fibra. Las 

corrientes catódicas con lo inferior a lu O superior a ib 
son subumbrales: no excitan la fibra. 


Hasta este momento nos hemos limitsdo a estudiar el efecto de 
pulsos catódicos sobre la cinética de las amplitudes de modo, 


“ya sea para el modo uno desacoplado, ya sea para el modo uno 


acoplado con los demás modos esclavizados. No obstante en esta 
misma sección hallamos que los modos de índices n = 3,7,11, 
desacoplados poseen amplitudes umbral negativas, de modo que 


si Fn es negativo, pueden ser desestabilizados por un pulso 
anódico. 


El modo tres es particularmente interesante al respecto, si E 
es negativo, puesto que un pulso anódico provocaría una 
perturbación en la amplitud 43 desacoplada que origina una 
contribución al perfil del voltaje trasmembrana como la que 
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_que va a ser fuertemente excitado por el pulso anódico, pero ': 
: en dirección opuesta a la que conduce a su amplitud umbral. 


.-muestra la fig. 22 y que corresponde al perfil que. ¡cabría 
esperar resulte de la estimulación por un ánodo puntual o. un 
ánodo convexo. Cabe preguntarse entonces sí se tiene en ésto: 
una base para comprender la excitación anódica de cierre “5; 
(CEAC), reduciéndola a una desestabilización del modo tres,..”. 
acoplado con los demás modos, en particular con el modo uno. 


> 
+ 


Estas consideraciones nos conducen directamente al último tema. 
del capítulo: la geometrías del conjunto de decaimiento, del“ 
conjunto amplificador y del conjunto umbral en 

el espacio de las amplitudes de modo. 
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En la sección (A) de este capítulo hemos mencionado que de la 
teoría del problema de Dirichlet para la ecuación de Nagumo se 
desprende que la única solución estacionaria, cuando £. es 
inferior a un cierto valor crítico fe .» €es la solución 
trivial, hacia la cual tienden las demás soluciones. Pero 
cuando A es mayor que £¿, aparecen dos nuevas soluciones 
estacionarias, una inestable y la otra estable. 


Veamos como se traducen estas propiedades en propiedades del 
flujo en el espacio de las amplitudes de modo. Trunquemos 
ahora el conjunto de modos en el modo de índice N, tomando N 
lo bastante grande como para que los modos retenidos permitan 
describir los aspectos fundamentales del fenómeno del umbral. 
(Obsérvese que Fn tiende rápidamente a cero a medida que n 
crece, de modo que los modos de orden superior son muy 
debilmente excitados en forma directa por el pulso 
estimulador), [Supongamos que 1 (t) = O. 


Cuando A es inferior a fe > el sistema dinámico posee un 
único punto de equilibrio, el origen del espacio Ey de 
amplitudes de modo, siendo el conjunto de decaimiento 
coincidznte con Em . Cuando A es mayor que PA tenemos tres 
puntos de equilibrio: dos estables (el origen o estado de 
reposo y un estado excitado) y uno inestable (el estado 
umbral). El conjunto de decaimiento, que incluye al estado de 
reposo, se encuentra separado del conjunto amplificador, que 
incluye al estado excitado,por una variedad umbral N - 1 


dimensional que coincide con la variedad estable del punto 
umbral (fig. 23). 


Al finalizar un pulso estimulador, la futura evolución del 
estado del sistema depende de donde se encuentra el punto 
representativo de las N amplitudes de modo retenidas. 
Suponiendo que antes de aplicar el pulso dicho punto coincide 
con el origen (estado de reposo) se plantea la cuestión sobre 
qué puntos de E son accesibles a partir del origen para las 
distintas historias de corriente aplicada. Consideremos pulsos 
rectangulares de corriente de duración tp fija y amplitud 
variable lo. El conjunto de las N amplitudes de modo en el 
instante tp constituye un punto inicial en el espacio de 
estados, a partir del cual el sistema evoluciona retornando 
hacia el estado de reposo (si dicho punto inicial se encuentra 
en el conjunto de decaimiento) o bien avanzando hacia el 
estado excitado (si el punto inicial se encuentra en el 
conjunto amplificador). Para pulsos de duración fija Tp y 
amplitud variable lo es posible representar mediante una curva 
en el espacio Em , el conjunto de puntos A(tp; lo)= 

(As (te;slo) , As (te; lo),-.. >, Á y (te; lo» que expresan el 
estado de la fibra al finsl de cada pulso estimulador. 
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en un valor positivo, pero generalmente no es ortogonal a 


puede ¡poseer una proyección sobre el eje Áxs que se encuentra 
en el conjunto amplificador (fig. 24(a)). Entonces, para 
duraciones tp apropiadas,. la curva Á(tp; lo) con lo variable 
y catódica puede cortar dos. veces la variedad umbral..Si ésto 
ocurre así corresponde a un bloqueo anódico por el cátodo: la 
curva pasa del conjunto de decaimiento al conjunto 
amplificador cuando j 

lo = lu (tp) y luego retorna al conjunto de decaimiento cuando 
lo = lab (tp) 


Cuando el modo tres puede ser desestabilizado, la variedad 
umbral corta el eje Ag en un valor negativo. Para corrientes 
anódicas la curva (tp; lo) corta la variedad umbral en un 
punto bastante alejado del eje Az (porque Á, se perturba 
apreciablemente) (fig. 24(b)) pasando del conjunto de 
decaimiento al conjunto amplificador: ésto corresponde a la 
EAC considerada en la sección (E) precedente. 


Ahora, para cada longitud del intervalo de influencia mayor 
que la crítica, tenemos una variedad umbral en el espacio de 
estados E y - Dicha variedad es una propiedad del sistema 
electrodo- tejidos-fibra blanco considerado como unidad. A 
cada punto de la variedad umbral le corresponde un determinado 
perfil espacial de polarización de la fibra, que puede 
denominarse "perfil umbral” o "estado de polarización umbral". 
Pero no cabe esperar que todos estos estados sean accesibles a. 
partir del estado de reposo mediante la aplicación de pulsos 
de corriente arbitrarios. 


Así, si se aplica un pulso breve, representable mediante una 
distribución delta de Dirac, I (t) = 0,Í(t) a un sistema 
electrodo-fibra que parte del estado de reposo, integrando 
ambos miembros de la ecuación: 


A A NCAA li FT /t) 
Ta ds Un An 4 A LAO y m 


respecto del tiempo entre 0 -E y0+€£€ , con £ positivo, y 
haciendo tender luego £ a cero se obtiene finalmente: ' ] 


AnlOt)= AM FER, 


Tm (n = 1,3,5,7,...) 


Si se aplica un pulso catódico cuya duración es larga 
comparada con las escalas de tiempo de evolución de los modos 
de índices 3,5,7,... estos pueden considerarse esclavizados 
por el modo de índice uno y el estudio del efecto del campo de 
corrientes eléctricas sobre las amplitudes de los diversos 
modos se reduce al estudio de la dinámica del modo dominante 
acoplado con modos que verifican ecuaciones estacionarias, 
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dicho eje, por lo que un punto en el conjunto de decaimiento : *.: 
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como se planteó en la sección (E) precedente. Obsérvese que es- 
la proyección Fn del factor «de forma del campo de corrientes. 
eléctricas estimuladoras «sobre la función propia del modo E 
n-ésimo quien determina que .la perturbación inicial:de la 2 
amplitud del modo, para una corriente catódica, sea positiva o 

negativa, así como la magnitud de-dicha perturbación inicial. 
para una misma corriente - estimuladora. 


Luego, cuando se instalan perturbaciones en todos los demás 
modos, estos influyen sobre el modo considerado a través de 
los términos de acoplamiento. 


ES] 


La variedad umbral que separa el conjunto de decaimiento del 
conjunto amplificador en cada sistema electrodo-fibra depende 
de los parámetros b y ec de la membrana excitable, de la 
constante de espacio Am y de la longitud del intervalo de 
influencia del factor ds forma. Pero no depende de las 
proyecciones Fn. Entonces puede ocurrir que dos electrodos 
diferentes generen intervalos de influencia de igual longitud 
sobre una misma fibra pero sus campos de corrientes 
estimuladoras sean significativamente distintos. Este puede 
ser el caso si se comparan los factores de forma de un 
electrodo convexo y de un electrodo cóncavo, como se hizo en 
la sección (D) del capítulo IV. Aquí tenemos el mismo espacio 
Enmnen uno y otro sistema, con la misma variedad umbral (porque 
b, e y Amse supone son los mismos) pero la diferencia aparece 
en el conjunto de proyecciones del factor de forma F,, E2,.*- 
Fn . Al-ser diferentes los conjuntos de proyecciones del 
factor de forma de uno y otro sistema, son en general 
diferentes los puntos accesibles de Em en uno y otro caso, 
a partir del estado de reposo. Como consecuencia serán en 
general diferentes los puntos de la variedad umbral que se 
alcanzarán mediante pulsos de corriente y en particular serán 
diferentes las curvas intensidad umbral versus duración para 
pulsos rectangulares de corriente. 


Por ello, aunque la fibra sea la misma, la excitabilidad 
global va a ser distinta. Tenemos así un marco conceptual que 
nos permite plantear y resolver el problema del efecto de la 
forma del electrodo sobre los parámetros globales del umbral 
para la excitación de fibras, así como también discutir varias 
cuestiones relacionadas con la excitación diferencial. Dicho 
marco debe ahora ser ampliado en dos direcciones: para poder 
tener en cuenta el efecto de los procesos de activación y 
recuperación de la membrana excitable, por un lado, para poder 
estudiar la estimulación eléctrica de sincicios funcionales, 
por el otro. 
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(6) isió , 


Para finalizar revisemos algunos de los resultados obtenidos- 
en este capítulo. Hemos visto que la cinética del modo uno 
desacoplado, corregida posteriormente mediante una. o 
renormalización de la ecuación de evolución (por eliminación * 
adiabática de los modos de orden superior) nos ha permitido. 
explicar el fenómeno de la excitación catódica de cierre por -.. 
electrodos externos a la fibra, incluyendo la dependencia: . 
entre las variables globales del umbral y los parámetros del. 
sistema electrodo-fibra. Sobre la base de la desestabilización ' 
del modo uno pudimos fundamentar la teoría de Blair para la 

ECC, dedujimos a la fórmula de Lapicque-Hill, obtuvimos una 
nueva relación para la curva amplitud-umbral versus duración : 
del pulso mediante una aproximación cuadrática a la cinética - 
del modo uno, dedujimos un posible tipo de bloqueo anódico por 

el cátodo (introduciendo el efecto de modos antagónicos y 

"sinergicos respecto del modo uno y planteando que si los 

primeros prevalecen sobre los segundos se produce el bloqueo) 

y describimos el comportamiento del umbral de ese tipo de 

bloqueo según la duración de los pulsos catódicos. 

Relacionamos la EAC con la desestabilización del modo tres por 

una corriente anódica. Introdujimos los conjuntos de 


j en el espacio de estados En 
-obtenido truncando el número de modos luego del N-ésimo. 


Esto nos permitió aplicar, por primera vez, a la estimulación 
por una polarización espacialmente no uniforme de una fibra, 
conceptos desarrollados recientemente para describir las 
cinéticas excitables homogéneas. En el caso del sistema 
electrodo-tejidos- fibra blanco la variedad umbral resulta ser 
una función de los parámetros locales de la membrana excitable, 
de la longitud del intervalo de influencia y de la constante 
de espacio de la fibra. Su ubicación en el espacio de estados 
se modifica al variar esos parámetros. 


Las proyecciones de los factores de forma no parecen en esta 
variedad umbral N-1 dimensional pero sí aparecen en la 
amplitud umbral para la cinética pseudo unidimensional 
obtenida esclavizando los demás modos al modo uno durante una 
estimulación catódica, puesto que los coeficientes de la 
cinética renormalizada dependen de dichas proyecciones. 


Por último, regresando del espacio de amplitudes de modo al 
espacio físico resulta entonces que, en lo que respecta a la 
estimulación eléctrica de una fibra, no hay uno sino toda una 
familia de infinitos perfiles espaciales de polarización de la 
membrana excitable que pueden considerarse como perfiles 
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CAPITULO VIE 


(A) Efecto de una variable de recuperación: las ecuaciones de 

“Fitzhuah- Nagumo-Rattay. Análisis modal y topología del 

umbral. Ecuaciones de Bonhoeffer-van der Pol. k¿Excitación 
anódica de apertura y excitación catódica de apertura 


En el capítulo previo estudiamos algunos aspectos de la dinámica 
del umbral para el sistema electrodo-fibra, utilizando el voltaje 
transmembrana como única variable de estado. 


Con el objeto de poder efectuar un análisis modal no lineal 

Z 5 E pa 1d dl 
aproximamos la densidad de corriente iónica a traves de la 
membrana de la fibra mediante un polinomio cúbico y planteamos la 
ecuación que denominamos ecuación de Nagumo-Rattay. Esta ecuación 
permite estudiar la excitación catódica de cierre (ECC) para 
fibras inmersas en campos de corrientes electricas estimuladoras 
de cualquier geometría, según vimos. Además permite discutir la 
excitación anódica de cierre (ESC) y la posibilidad de un bloqueo 
producido por el cátodo.- 


Ahora detemos comenzar el estudio del efecto de las variables de 
activación y de las variables de recuperación sobre la dinámica 
del umbral. Las variables de recuperación permiten analizar la 


cexcitación «anódica de apertura (EAA) y la excitación catódica de 


apertura fECA), así como reconsiderar la ECC y la EAC para pulsos 
estimuladores de larga duración. Las variables de activación, por 
su parte, permiten describir los umbrales para pulsas 
estimuladores breves, en las cuatro modalidades de excitación 
(ECC, EC. ERA y ECA). 


Si ves el apartamiento del voltaje transmemebrana respecto de su 

valor de reposo y Y es un vector que representa los apartamientos 

de las variables de activación y recuperación respecto de sus 

valores de reposo, la densidad de corriente iónica a travegd de la 

membrana excitable dependerá de v y de W y se representará por 
JTion (v) mw) . 


De lo estudiado en el capítulo IVY se desprende que: 


Ta BL Ria Ton (UY 4 A 2 14% Fla) T Ct) [42] 
SE con 1 y] Daz A + mM 
Esta ecuación de Campo deba completarse con las ecuaciones 
cinéticas para las variables u: 2D_E Y 
3 as para la a 5 = Fla 1) EAL] 


coma se estableció en la parte (E? de dicho capitula. 


Consideremos en primer lugar la influencia de las variables de 
recuperación sobre la dinámica del umbral. La forma más sencilla 
de hacer ésto consiste en ampliar la expresión de la densidad de 
corriente iónica que usamos en la ecuación de Naqumo-Rattay 
añadiendo un término lineal en una variable de recuperación, cuyo 
apertamiento respecto del estado de reposo denominaremos vs 


EN 3 
Ra Vion CAES -a-ko O 2] 
Bquí by coson los mismos parámetros positivos que utilizamos en 
elo capítulo anterior y 0 es un nuevo parámetro positivo 


característico del proceso de acomodación de la membrana . 
5 dis e : : ñ 
Asumiendo una cinética lineal para la variable Wi tendremos: 


a e Gi [3] , donde po Y Yo son parámetros positivos. 


Sustituyenda [2] en [1lald, y [1b] por [33 obtenemos las ecuaciones 
de campo que proponemos denominar ecuaciones de Fitzhugh-Naqumo- 


Rattay:z 


Ta 29 = 4 bw cv? E 9d AZ a 
E a 
polw— po 40) | [AL] Ñ 


Cuando la corriente aplicada 1 (t) se anula, estas ecuaciones se 
reducen a las bien  comocidas ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo 
(Tuckwel1,.1988, cap 2) que han sido muy utilizadas para estudiar 
la propagación del potencial de acción en fibras excitables. Si 
la despolarización de la membrana es espacialmente uniforme, 07 
sea cuando 24Y- se anula, y si se sustituye el término 
proporcional "a a función activante de Rattay (o sea, Am x F (x)x 
1 (4) 3 porfi a (0. donde Jap (t) es la densidad total de 
corriente eléctrica a través de la membrana, las ecuaciones [4] 
se transforman en las.ecuaciones de Eonhoeffer-=van der Pol 
(Fitzhugh.z 196%; Jack. Noble y Tsien, 1983, cap 11; Tuckwell, 


1988, 2): , 
e Tu 22 2 a bo cv? o y Ru Yap It)  [5a] 


ot 
as = pol V=Y010) [55] 
+ 
Estas últimas ecuaciones describen los procesos de recuperación 
de las membranas excitables uniformemente polarizadas y muchos 
otros fenómenos coma la excitación de apertura producida por una 
corriente anédica uniformemente distribuida — propios de las 
membranas excitables del nervio y del músculo.- 


0) 


Qbtengamos ahora las ecuaciones para las amplitudes de modo 
correspondientes a las ecuaciones de campo de Fitzhuah-Nagqumoa— 
Rattay, siguiendo el procedimiento general que establecimos en la 
parte (C) del capítulo IVY. 


Efectuanda el cambia de variables TE = = 7, y Foz = > 

desarrollando los campos viT,F) y w (7 F?den términos 

las funciones propias PniF) E dos EuveaDo en las ecuaciones 
[4] y proyectando sobre cada función propia obtenemos, <i 


mcr rd En Ant TIPA) Cbal y w(7F=2,B,(7) Uli) ESE]. 


las siguientes ecuaciones de evolución para las amplitudes de 
mado, donde Vn = 4 + a : 


dÁn z — Yn An + b 2 es Ap y e rr 4 Ay Ar — « Bn 
dí Pn 
Hs Az) | [721 


n 
d Br E Tm Bo E Bn) E7b] 
it ds 
Al iqual que en el capítulo Y condesa los indices impares 
y supondremas que se excita fundamentalmente el modo una, el cual 
puede considerarse coma mado dominante . Er ese 3 
desacoplándola en una primera instancia obtenemos el sistema de 
ecuaciones siguiente, en términos de las amplitudes de moda Á, [7) 
$ Bilz) solamente: 


AAA =-V; A a Ad - %8 BrrAm E EN e [Y 3] 
dt 


7 = Em po CAs— yo Bx) [eb] 


(Recordemos que se verif 


ticas e =1,Z Y RG = 1.50) 
AMM E 


A 


Psx” 


Pero estas no son otras que las ecuaciones de Bonhoetfer-van der. 


Pol, formuladas para As by en lugar de Y y w, con Po 23428 
en “lugar de En 139 tt) y con+coeficientes diferentes para An Aj 
y Alo respecto de lo 

en (Sa. Los parámetros b, c, 4%; fo y Yo son pa, ¿námetros locales 


de la membrana uniformemente polarizada. Pero en V, = 4 + TÍA 22% Ya 


en A Pa 


5 E E 1 (€) aparecen la constante de espacio de la fibra. la 
longitud del intervalo de influencia del electrodo sobre la fibra 
y la proyección del factor de forma del sistema electrodo-fibra 
sobre la función propia del modo uno. | Eongamos T(t)= O yr 
consideremos el retrato de las órbitas del sistema [8al]., (8b] en 
el plano de la fases ( Az ) By ) (ver fig.i) ) : 

4. 


En lo que sigue asumiremos que Yo es lo. bastante pequeño como 


para que - la isóclina horizontal (sobre la cual d Ba = 0) y da 
FT 
iséclina vertical (sobre la cual dl A = 0)se corten en un 
AT 
único punto de equilibrio: el estado de reposo Áy = 0, By = O. 


Esta es la situación que normalmente encontramos cuando la fibra 
permanece en reposo mientras que no es estimulada por un agente 
externo. 


Mientras que la isóclima horizontal es una recta, la iséclina 
vertical es, para 4 lo bastante grande, una curva en (YN .For 


encima de la isóclinma horizontal tenemos que Es negativas 

mientras que por debajo es positiva. fÁnáloga te, por encima de 

la isóclina vertical d Ás es negativa mientras que por debajo es 
dr 


positiva. 


El único: punto de equilibrio, situado en el origen, termina 
siempre por atraer a todas las órbitas. Feraoa loas detalles del 
retrata de las (¿rtbitas en el plano de fases dependen de los 
valores de los parámetros del sistema electroda-fibra. 


La isóclina horizontal viene dada por la relación By “5% A, [93] 
(o) 


de moda que depende solamente de un parámetro asociado al procesa 
de | acomodación de la membrana.» La isóclina vertical viene dada 


por la relación B, => (-UAs +b Tu Ag - EL A? y [96] 


Si bien depende de los parámetros b, Cc y % que caracterizan a la 
densidad de corriente jónica a trawes de la membrana excitable, 
tambien depende del parámetro Am /2 y Puesto que Vix=xA =p Ys pe 

q? 


Y 
A traves de An/p la isóéclina vertical depende de la distancia 


entre el centro eléctrico del electrodo y la fibra blanco, del 
radio de la fibra y de la conductividad del axoplasma (si es una 
fitra nerviosa) 0 del  mioplasma (si es una fibra muscular 
esquelétical. La fig. 2 muestra, en farma cualitativa, cómo se 
modifica la isóclina, vertical a medida que Ví crece.Cuando vi 


es  menar que b s By como función de Ay presenta un 
EXA o IN T 

mirima y un máximo relativos. Cuando Y = 414 el minimo y el 
A 
o 3% Trees 

náximo confluyen er un punto de  inflex iónild Fara V, mena” que 
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b E la curva presenta entances Tes "amas. Dos ramas 
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BET 


CA 2 meolida que ES 2vomenta fa pendiente E E B;-= LA, 


clizminuy e. ; Y 


s correspondientes coeficientes de Y, A 
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laterales 
cuyas coordenadas corresponden al mínimo, ya Sea al punto ' cuyas: 


coordenadas corresponden SÍ máximo. Una rama intermedia) que 
conecta el mínimo con el máximo y posee en su punto: medio un 


punto de inflexión de abscisa Ayy = b Zauy independiente de W¿y + 
A e a e Tgatt j 
Cuando Vx es menor que b* Try « la ordenada del máximo es 
AS . 
Ac Lagar >. 


positiva. 


En el caso de una membrana uniformemente polarizada, hemos visto 
en el capítulo 11, parte (0), (que la.variable de recuperación 
evoluciona por lo general en forma bastante más lenta que v. Eso 


se refleja en muestro caso en el valor del' parámetro Tu que 
aparece en la ecuación [8b3: TmPo es un parámetro pequeño. Si 
congelamos la amplitud del modo uno para la variable de 


recuperación, es decir si congelamos Ey 4 laflamplitud del modo: 


una para el voltaje transmembrana evoluciona regida por la 
ecuación E8al con Ej = constante. Dicha ecuación de evolución 
presenta como puntosde equilibrio las abscisas de los puntos de 
intersección de la curva que representa la función Ey = Ey a y 
idada por (9b] y con la: recta correspondiente al valor 
constante de By. asumido.- 


Cuando dicha curva posee una forma de UN, existe un intervalo 
6 £4]de valores de By en cuya interior la cinética para Ay presenta 
E 9 wal de equilibrio: dos establ 
ES va cres de equ : ables AR BA) y Alf Bx) 
y uno inestable Aqy (Ba) . Fuera de ese intervalo la cinética 
posee un único punta de equilibrio estable, ya sea sobre la rama 
que termina en el minimo, ya sea sobre la rama que termina en el 
máximo. Si Ey SE descongela y evoluciona a Su Vez, la cinética 
de las variables interactivas fia y Ba que resulta, presenta un 
fenémeno de pseudo-umbral del mismo tipo que describimos en el 
capítulo Il, partes (D) y (E), para el caso de la excitación de 
una membrana uniformemente polarizada. 


Ai igual que en €se CasOs cuanto más lenta sea Eyrespecto de Agr 
también más adecuada resulta la ideslización del conjunto umbral 
por medio de una Curva Que Se dispone como muestra la fig. X3 y 
que puede denominarse tambien ahora "pseudo-separatriz umbral". 
Por encima de dicha separatriz tenemos el conjunto de decaimiento 
y por debajo el conjunto amplificador. Cuanto menor sea 
o m7 MáS próxima a la ramá intermedia de la curva en 
A a 
“a y at [Ze Tras > 
dicha rama intermedia se encuentra en el semiplano con E 
negativa. 


Como la excitación catédica de cierre ileva el estado del sistema 
dentro del semiplana con Ey positive. resulta que en este caso 
el sistema electrodo fibra es inexcitable porque al finalizar el 
pulso la membrana retorna siempre al estado de reposa. Esto da el 


que vienen del infinito y van a parar, ya sea al- punto. 


misma valor critico para Ae que hallamos en el capítulo V, parte(B), 


(férmla V 212497): Y 7 


Am (ES (HT Y = 1 


S MENar L+ al la ranma 1d P eS Z . s 

Ss menor due 2 a recma intermedia de la isóclina 
AC TÑ]asa1 

vertical presenta un tramo en e 

tanta más extenso cuanto menor Ss 


si Vs 


DD 


1 1 con E; positivas 
Es Yy « Lo misma pasa entonces 


Ja 


Da ¡3 pureroa Y) 2 
La 


ana 


GIAN 


con la curva umbral, siendo ahora posible la ECC. Pero como sobre" 
esta parte de la curva umbral, By créce cuando ña creces” 
obtenemos una multiplicidad de estados umbral para la excitación 
catédica de cierre del mismo sistema electrodo-fibra blanco: 
precisamente el conjunto de puntos (Ax «Ry ) situados sobre la 
curva umbral para Ry positiva (o nula). : 
La abscisa de cada uno de estos puntos nos da un umbral para la 
amplitud defmodo uno del voltaje transmembrana correspondiente a - 
un valor dado de la amplitud delímodo uno de lá variable de 
recuperación. Cuanto menos intenso es un pulso estimulador justo- 
umbral, mayor debe ser su duración para alcanzar el umbral y tanto 
mayor será el valor de Ey al final del pulso justo-umbral. Como 
consecuencia mayor será el valor de Az correspondiente (mayor 
será el umbral para la amplitud del modo uno del voltaje 
transmembrana). 


Para Tr Po lo bastante pequeño,esta relación entre. Ax y Ez 
puede aproximarse muy bien por Aa = Aaxvr (Ex ), “Madonde Asv Er) 

es la raiz intermedia del polinomio cúbico Ta Aj A b Tirar Ar + 
+Vy As par cuando Mx es menor que br Tus fáye 44410 La función 

Br = y (Br) está definida en un intervalo ExaS Ex £ Eyzk 
cuyos el dependen de dos parámetros del sistema electrodo- 
fibra considerado como un todo. 


Si se aplica una corriente catódica, el sistema es arrastrado 
desde el estado de reposo al interior del sector del primer 
id lg entre el semieje Ay positivo y la recta 
EA E) -« Si se aplica una corriente de duración infinita 
pero qu eos con una pendiente lo suficientemente pequeña, el 
estado del sistema electrodo-fibra evoluciona sin atravesar la 
curva umbral¿por lo que la ECC no se produce. 


Cuando el tramo de la curva umbral que transcurre en el semiplano 
con Ar negativa corta el semieje Áy negativo como muestra la 
fig. 3 la excitación anóédica de apertura (ESA) es posible. Si se 
aplica una corriente anádica al sistema electrodo-fibra, su 
estada abandona el origen y evoluciona en el interior del sector 
del tercer cuadrante comprendido entre el semieje Ay negativa y 
la recta By = L As .— 

El. - arco de curva umbral situado en ese sector está formado por 
infinitos estados umbral: nuevamente para unmmismo sistema 
electrodo-fibra representado por un conjunto de valores de los 
parámetros Tm, b, E: o, Bo, Ys E tenemos una 
miltiplicidad de estadofumbral. Y si modificamos los parámetros 
de la membrana excitable í Th .b, cc, %» por Jo ls Ga la constante de 
especio de la fibra, € la longitud del” intervalo de influencias 
esos estados umbral para la ESA se modificarán a su vez.— 


¿Cuál es el significado de los parámetros b, Cc, 0% dl Y con que 
describimos la membrana excitable de la Fibra? 

Las ecuaciones de  Ronhoeffer-=wan der Fal para una membrana 
uniformemente polarizada (fecuaciones [Sal y [3úbJ pueden 
derivarse como aproximaciones a partir de modelos matemáticos más 
detalladas, para fibras nerviosas G para fibras musculares. Esto 
permite relacionar los  psrámetros mencionados con nuevos 
parámetros, más fundamentales,  —ascciados con las propiedades de 
los canales jónicos que constituyen la base molecular de la 
excitabilidad.- 


demás, enpleasnde estos modelos matemáticos más precisos (aún 


65 es olecir, apreximer Á2 copva umbrad pop Áa 


rama inestalte oe La isóchinma verbecat. 


estos 


O A a A 


A. (9 es constambe ) 


restringiéndose/a[sólo dos variables de estado (v y w) ) es posible 
obtener aproximaciones polinómicas en las variables v y w de 
grado más elevado que la que conduce a las ecuaciones de 
Fitzhugh-Nagumo-Rattay, 1o cual permite una mejor descripción 
por análisis modal del proceso de excitación mediante electrodos: 
externos, para los diferentes tipos de fibras. 


En el caso de la fibras nerviosas amielinicas podemos emplear la 
aproximación de Krinmsky e Ivanitsky que explicamos en la parte 
(C) del capítulo 11. En este caso se pone n+h=0 0) Mm MosíivY) en 
las ecuaciones de H-H , com lo que la membrana se describe 
empleando dos variables de estado. VmyYW= n. La densidad de 
corriente iónica es ahora (con Wen-M (0)): Ton (v,16) = 


S gia ma) CA lo) ay) CV Ub.) Ek LO) +10 Y? (1- Uk) +f- [v- UL) 


mientras que la velocidad de variación de w es 


E m 
Aquí (“Malv)?, mao (v) y Tala) vienen dados por las correspondientes: 
ecuaciones del modelo de H-H.- 


Para poder efectuar el análisis modal es preciso desarrollar 
(AQ)? y aproximar Mtv.  N_twv) y Yala) "etiante 


polinomios en v de orado bajo (Fuesto que aquí soalo nos interesa 
la evolución del estado de la membrana hasta un poca más allá del 
umbral, una aproximación razonablemente bueña desde el punto de 
vista cuantitativo podria obtenerse con polinomios cúbicos en v). 


Efectuando una aproximación lineal en y cúbica en v para la 
densidad de corriente iónicaz así como una aproximación lineal 
tanto en vY coma en w para la velcocidad de variación de ww, se 
obtienen. las ecuaciones de Bonhoeffer-=-van der Fol para una fibra 
amielínica con sus parámetros Correspondientes expresados en 
términos de las conductancias de las corrientes de sodio, potasio 
Y pérdida, de sus potenciales de reversión y de los parámetros 
cinéticos de activación e imactivación de las conductancias 
parciales. Estas propiedades de la membrana pueden relacionarse a 
su  Yeza coma se mostrá en el capítulo Ill, parte (B), con las 
propiedades de las canales fénicas. 


Otra ejemplo de ésto se tiene en el caso de las fibras de 
Purkinje del tejido de conducción del miocardio. Ahora no es 
positle partir del modelo de H-H, pero podemos comenzar com las 
ecuaciones de D. Noble (ver, Pp.Er. Zykov, 1987, p 34) que también 


«involucran tres variables cinéticas denominadas Maja nm Y ha 


asociadas a la activación de una conductancia para el sodio, a la 
activación de una conductancia para €el potasio y a la 
inactivación de esa conductancia para el sodia. Fara obtener un 
modelo con dos variables de estado se pone m = Mo iv) y h= Fo LY) 
siendo nuevamente w= n — maotC0O). La expresión para la densidad 
de corriente diónica a traves de la membrana de la fibra de 
Purkinje es bastante diferente a la correspondiente expresión 
para la membrana del nervio taunque cualitativamente se compartan 
en forma muy parecida): 

Tion (9, 0)= C Wa y mtv) Peal) + A E TASAS DES 
X (WM UVK) += 9L[1= UL) 

La ecuación cinética para n es de la misma forma QuE para la 
membrana del nervio, aunque los parámetros que allí aparecen 
toman valores diferentes. 


e 


Nuevamente desarrollando la densidad de corriente iónica. en 
términos de potencias de v ymdew y aproximándola por un 
polinomio lineal en w y cúbico en v, así como aproximando -.la 
cinética de w mediante una expresión lineal tanto en w como en: 
v, se obtiene la correspondiente versión de las ecuaciones de 
Bonhoeffer-van der Pol para las fibras de Purkinje. Las 
ecuaciones de Noble pueden fundamentarse a su vez en el modelo de 
Di Francesco Y Noble que tiene en cuenta en forma explícita (las 
contribuciones de los diferentes tipos de camales iónicos (ver 
Zipes y Jalife, 1990, cap 19). 


Aproximando la densidad de corriente iónica y la expresión 
cinética para la variable w mediante a obtenemos 


ecuaciones de la forma “Lo 27 - peu) w) +2 — + A FIT !t) 
2 (1, » 
ed 


donde Tfív,wl y gív,w' son polinomios apropiados, en las 
variables VOY ue. Sustituyenda v y W por sus expresiones en 
terminos de las funciones propias Y, , obteniendo las ecuaciones 
ñ 7 de evolución para las amplitudes de modo An Y a 
restringiéndonos anm<= 1 y despreciando las demás amplitudes 


modo, resultan las ecu ones: 
| Ta dar 2 En Ary FilAs, 2.) + MELO 
ABr Gr Az, Br) 
Ab 


E donde E (A4:E4) Y Ex (Gas Ex) son funciones que en general 
A se comportan cualitativamente en forma no muy diferente respecta 
¡ “de las correspondientes funciones de las ecuaciones de 


Bonhosffer-van der Pol paraÁy y B4 : es decir—DÁ, +b Tau Ar —ex 
xr Trara Ad lo B, Y o (As Ax BD) respectivamente. 


corostánds Ba ¡A obtiene un sistema dinámico en la y ión As, 

GUYas puntos de equilibrio verigican Ga (As, Ex )= Y 

TAM /42) A s 

CA AT Ar = Fr (Ay ¿Ba ». Sila función FE, (As ¿Bs e presenta 
el y anida: que sugiere la figura 4. dsperaiendo del valor 
de Am /£ y esta última ecuación posee tres raíces, dos raices U 
solamente una raiz (la amplitud correspondiente al estado de 

D reposo Ar (Br) para el valor fijo de By). 


- - A Tu 
El valor crítica de QM se alcanza cuando la recta qa Aa es 
tangente a la cur: va F, (As, ¿¡By). o ses para Á, = Á, (Br, Y) tal que 


Ex MA, Ba ) = MA, y A (Aj Bade (TA 10 


De aquí se desprende que CA 187) = EÁs B4), expresión a 
JA, As 


partir de la Eual es posible calcular A, (B,; y y en consecuencia 
CAm/Z ) critico. Si (Am/,) supera ese valor crítico, (que es función 


de B, ) la fibra resulta inexitable. Cuando Am es inferior a ese 


valor criticoyobtenemos tres amplitudes de equilibria E (Ba da 
An Bard y Bala ¿E e 


La primera y la tercera son estables mientras Que la segunda es 
inestable: es la amplitud umbral.  —Descagelando Bx . se puede 
efectuar una descripción cualitativa análooa Ía que hicimos para el 
caso en el que las amplitudes de modo Ag Y Bs evolucionan regidas 


(1) (y asumiendo que T (4) 0) 


oy 


EEES 


== NA 


Ad 


por ecuaciones de Bonmhoeffer-van der Pol. 


ñ 


e or . 
Por último, consideremos brevemente y desde un punto de vista 


cualitativo la cuestión de la influencia de los modos de orden 


superior sobre el umbral cuando la dinámica responde a las... 
ecuaciones [7Yal y [7b1 « Aqui, cuando n=1 cabe esperar que los 


términos no lineales de acoplamiento de Ay con loS demás modos 


conduzcan a efectos similares alos que describimos en . el: 
capítulo anterior, -en particular a un bloqueo anódico por modos 
. antagonistas, durante la ECC, si la corriente aplicada es -.lo 


bastante intensas. 


Así como durante la estimulacién anóédica el modo tres se excita 


en dirección de su umbral, mientras que el modo uno se excita en 
dirección contraria y ésto puede explicar la EAC como una 
desestabilización del modo tres por una perturbación lo bastante 
intensa, también a través del modo tres es posible buscar una 
explicación a la excitación catódica de apertura (ECA).. En 
efecto, durante la estimulación catódica la amplitud Á, del modo 
uno se dirige hacia su umbral, mientras que el modo tres se 
perturba de tal moda que Ág se dirige en sentido opuesto a su 
umbral. 


Si nose alcanza el umbral de bloqueo para la EfC,esto último no 
tiene mayores consecuencias, puesto que o bien la fibra retorna 
al estado de reposo, o bien se produce la ECC, generándose asi un 
potencial de acción en el subintervalo central despolarizado del 
intervalo de influencia (suponiendo un cátodo convexo). Pero si 
la ECC es bloqueada, se podría producir la excitación de la fibra 
por un mecanismo análogo al que nos permitió explicar la EAA 
utilizando las amplitudes Ay Y By « pero ahora involucrando las 


dos amplitudes Ag y Eg asociadas al modo tres, más la amplitud Áyx 


(que na. puede despreciarse). En efecto, Ana Y Exa se 

interrelacionan mediante un par de ecuaciones bastante parecidas 

a las de Eonhoeffer=wan der Pol que o de Aa Y Ex + 
EN 


La rama intermedia de la isóclinma vertical se sitúa ahora en el 
semiplano con Ag negativa. La excitación catódica perturba Á 3 
de forma análoga a como la excitación anódica perturba a Ág « si 
se toma como referencia la posición del estada respecto del 
correspondiente conjunta umbral. Entonces, al cesar el pulso 
catéódico el modo tres podria desestabilizarse generándose un 
potencial de acción en cada una de los subintervalos laterales 
hiperpolarizados del intervalo de influencia: se producirá 
entonces la EC. (El estudio detallado de este fenómeno debe 
efectuarse en el espacio de estados tetra dimensional (Ba :By A 
Ag Eg * recurriendo a metodos nmunericoas). 


(10) 


(BR) Eundamentación de la teoría clásica de dos factores para la 


excitación de una fibra mediante un electrodo activo externo. 


Exploremos ahora una posible fundamentación de la teoría clásica 
de dos factores en la situación para la cual dicha teoría fue . 
creada: la estimulación de fibras mediante electrodos externos. 
Procederemos de manera análoga a como lo hicimos en la parte (A) 
del capítulo Jll, cuando fundamentamos la versión de Fitzhugh- 
Young de dicha teoria para el caso de una membrana excitable 
uniformemente polarizada. empleando el metodo de los sistemas 
rompientes. 


Partamos de las ecuaciones de Honhoeffer—van der Pol para las. 
amplitudes— de modo AxvYy Ex (ecuaciones [(8a] y (8b1 de la 
sección precedente). Nos proponemos fundamentar la versión de 
Fitzhugh-Young para la estimulación de fibras mediante un 
electrodo activo extracelular, de modo que debemos: 

12) Interpretar el potencial local Y y su umbral U- 

22) Obtener las ecuaciones cinéticas 


qY- Hera (UVR) + Raz [UZ UR + RIN Pal 
“e C4L1 
EL Rara (V-VR) + Raz [T-URA A 


381) Justificar la condición de umbral V = U que se postula en 
dicha teoría de dos factores. 


Obsérvese que si congelamos Ey en su valor de reposo -es decir, 
si ponemos Ex = O —la ecuación [Ba] de la sección precedente se 
transforma en la ecuación de evolución del modo uno desacoplado. 
Esta ecuación fue utilizada en la parte (€) del capítulo Ven la 
fundamentación de la teoría de un factor de la excitación, que 
allí se hizo sobre la base de identificar el apartamiento del 
potencial local "YV respecto de su valor de resposo Ve , con la 
amplitud de moda Áx y el umbral Ur del potencial local con el 
umbral para la amplitud de modo. Por otra parte, si hacemos V=UR 
er la ecuación [la] obtenemos la ecuación de evofución para el 
potencial local en la teoría de Blair: dY = kyq4 (Y - q) + b,1 (1t) 
h=-4 ct 
con o DE Entonces. tambien en esta caso en el que tenemos 
ua variable de recuperación actuante, identificaremos Y - “Y can 
Aa y estudiaremos la posibilidad de interpretar el umbral del 
potencial local como un umbral variable para la amplitud del moda 
une del voltaje transmembrana- Ss 
i 2 
LE, 


Tra 

isóclina vertical del sistema dinámico correspondiente a las 
ecuaciones [ 84] y E 8] de la parte (41 precedente presenta una 
rama intermedia que penetra en el semiplano con Ey positivo. En 
ese Cast. la diferencia en las escalas de tiempo en las que 
evolucionan las variables Ax Y By (luna vez Cesado el pulso 
estimuladari hace que la separatriz umbral se disponga muy 
próxima a dicha rama intermedia. Linmealicemos la ecuación 


Para hacer esto último, supongamos que Va < de moda que la 


Arz Am (ByJoe la rama intermedia, que corresponde a los valores umbral 


de rx cuando Ex permanece congelada. en torna a Ey = (O: 


ahora U=Vg con ArxnvíBr)d) y Ur -Va com Ayy (0%). resulta 1 
siquiente relación entre el umbral del patencial  lacal. y 1 


amplitud del moda uno para la variable de recuperación: U = Up + 


5 


A 


+ “Ay (NB, [2] 


AA, 


La cSHaicrón Ar = Agv (Ba ) pera que (Ax ¿B4 sea un estado 
umbral se transforma entonces en la condición Y =U de la teoría 
clásica de dos factores. 


Luego linealizamos las ecuaciones de Bonhoeffer-van der Pol para 
BA Y Ba : Fegresando al tiempo ame ronade Es 


E ZA -Y Ax pe == Bs +4 An Fi T/1+E) | (321 
A 
FH 0 Bo SS == 20% Br ' Es b] 


to y =VV kg y despejando B, en función de U-Ug a. partir 
de la fórmula 21, obtenemos las ecuaciones cinéticas: 


4V= Y (Y VR) - (e LLAmio) .V- UR) (Ar ma) Es TH)" L437 
de en ACSMAIAES Aa + (Po o Y(UF-UR) S [Hb] 
$5 e 


Si ponemos Pr e 1 L5a] 7 IAsglo) [5b], Roy Pos ego (0) LS] 
Razz - po po o ) L= e a y E [5eJ 7 ; o pe más 

las ecuaciones [47 de vi teoría clásica de los dos factores 

y con los signos correctos para los diferentes parámetros. 
Fero dAyy (0) = a AA < CO 261 
dB a 2c Tun Ayvl0) 0 (b Tim/2e ui!) e Arwl0)] 
siend uu = y = to) = Eos e -_ (== _b Ter e Ma_ 
el umbral de la PS del modo uno para el voltaje 


transmembrana cuando la amplitud del modo uno para la variabie de 
recuperación es nula. 


Fodemos aproximar el conjunto umbral con la semiórbita pasada que 
finaliza en el punto de tangencia con la recta Y = U, y a partir 
de este punta con la recta U >= Vo misma (fig. 5). For encima se 
encuentra el conjunto de decaimiento, por debajo se encuentra el 


A conjunta amplificador. En el conjunto de decaimiento las variables 
es V y UU evolucionan regidas aproximadamente por las ecuaciones de 
1 la teoría fenomenclógica, lo mismo que en la parte del conjunto 

Ú amplificador que se encuentra en el semiplano < U: recién al 
«Y llegar = la frontera de rompimiento Y = U la cinética deja de 


responder aproximadamente a dichas ecuaciones y se produce la 
excitación propiamente dicha.- 


Esto, vista desde la perspectiva que suministran las amplitudes 
de modo far Y Es a corresponde a que el estado (y y» Ex)? llega a 
un punto (Byy- (Byrd. Ey ) de la curva umbral asociada con la rama 
intermedia de la iséclina vertical. Un pulso catódico justo- 
umbral dejaría el estada del sistema precisamente en uno de esos 
puntos. Un puleo anódico justo-uimbral lo dejaría en algún punto 
de la semiórbita que finaliza tangente al conjunto de puntos 
unbr al propiamente dichos ía sexys a partir de los cuales se 
deigencadena el potencial de acción. 
a así 
_ Hemos fundamentado Y la teoría clásica de dos factores de la 
excitación, a paertir de la ecuaciones de Bonhueffer-van der Fal 
pera las amplitudes de modo dominante del voltaje transmembrana Y 
de la variable de recuperación. De paso, a través de las fórmulas 
[ST, 061 y [7] tenemos tanta los parámetros kij como el parámetro 
o todos ellos parámetros emnpiricos en la teoria fenomenoléógica) 
expresados en función de loz parámetros bicelectricos Y 


O 


geométricos básicos del sistema electrodo-fibras es decir, los 
parámetros Tm, bs Cs A » Bo Y fo de la membrana excitable, -la-: 


constante de espacio Am 'de la fibras la longitud fÍ-. del 


intervalo de influencia y la proyección E, del factor de forma - 


sobre la función propia del moda uno. 


Esto a su vez nos permite expresar la función de Green y la carga". 
umbral límite de la funcional de excitación correspondiente, en: - 


términos de los mencionados parámetros básicos del sistema 
electrodo » fibra. Las nuevas fórmulas que deduje en la parte (F) 
del Capítulo 1 nos permiten relacionar entonces las variables 
globales del umbral (constante de tiempo. carga umbral límite, 


"parámetro 0%: reobase, tiempo útil hasta la reobase), con los 


parámetros electrofisiolóqicos: y geométricos del sistema 
electrodo-fibra, tanto para pulsos estimuladores catódicos como 
para pulsos estimuladores anédicos. 


El parámetro bo que aparece en la expresión de la carga umbral 
limite y en la reocbase, tanto en la ECC como en la EAA,. no fue 
estudiado en las investigaciones experimentales que se realizaron 
empleando la teoría fenomencológica de dos factores COmO Marco 
conceptual. 


La atención se centró en la determinación de los parámetros kij, 
sobre todo de los parámetros que Hill representó por los simbolos 
k y A . Cuando |kgoles lo bastante pequeño respecto de liksel . el 
parámetro k de Hill puede identificarse en principio con 1/lk,,l . 
mientras que su parámetro A puede indentificarse con el 
parámetro 1/Ra2 1 - Elprincipal resultado experimental global que 
se desprende de las mediciones electrofisiológicas (Hill, 1936: 
Hill y Solandt, 1936; Monnier, (1933) es el siguiente: mientras 
que kk depende del a los electrodos (en caso de estimulación 
bipolar), A es relativamente independiente de los mismos. Además 
cuanda disminuye la distancia entre la superficie del electrodo y 
la fibra a disminuye el tamaño del electrodo, el parámetra kh 
disminuye, mientras que A no varia apreciablemente. For el 


contrario, A resulta ser muy sensible a la concentración de ión Cat 


en el  espacia extracelular (Hill, 1936) pera parece ser 
relativamente independiente del diámetro de la fibra y de los 
demás parámetros que aparecen en la constante de espacio 
(Kayser,176%: Laget, 1970).- 


; De la fórmula 12d] se desprende, o si identificamos A con WR, l, - 
gue A A Boro « Fera Po Y E son parámetros que describen el proceso 


de acomodación (recuperación de la membrana excitable, por lo 
cual no dependen (por supuesta) del electrodo, pera tampoco 
dependen del radica de la fibra o de ctro parámetro propio de la 
constante de espacia Am A sto explica las resultados 
experimentales al respecto.- 


La explicación del efecto del calcio extracelular sobre A es más 

complicada. Requiere un modelo matemático del procesa de 

excitación de la membrana que permita relacionar los parámetros Po 
Y o con parámetros ar más básicos sobre los que el efecta de Ca++ 

se manifiesta directamente. Fera en lineas oenerales puede 

decirse que un incremento en la concentración de calcio 

extracelular acelera el proceso de recuperación de la membrana, 

con lo cual tiende a iia iR del Y yo (Volkenstein, 17283, pp 

196-219). Esto % eu vez conduce a una disminución en A E de 

acuerdo con la que se observa en los experimentos. 


11 


, 


La dependencia del parámetro k de los electrodos se desprende de 
la fórmula [Sal junto con la identificación de k con 2/(kásl: 
Posteriormente veremos que para la estimulación bipolar y parailas. 
estimulación con electrodos fluidos del tipo empleado por Rúshto 
(1927 y 1932) se obtiene para k una expresión análoga 
reinterpretando adecuadamente el sionificado de L (como distanci 
entre las placas de electrodo, en el caso de los electrodos 
fluídos de Rushtor). Al crecer £ aumenta k (tal como se observa 
en los experimentos) tendiendo a un valor asintótico que según, la. 
fóérmila [5al debe ser igual a Tm - 


Hill introdujo además un tercer parámetro, Con dimensiones de. 
tiempe que representó con el símbolo (que no debe confundirse-: 


con el parámetro o de la: cinética de la variable de: 


recuperación). Si EA con ea tenemos, según la 
fórmula  [3c]  : T, 
= 10 Alo) ( 2 Zas E — Agulo) ) 
xo Bo : 
A través de Árvt0) vemos que P: depende de ÓN. -« Una vez que 4%, 


se aleja de su valor critico, esa dependencia se hace bastante 
débil en comparación con la que continúa presentando el parámetro 


k. El modelo de Hili utiliza sala estos tres parámetros 
cinéticos: Es A Y P: la menuda se ajustaban a los datos” 
experimentales poniendo Pp. = A 3.02 


Ferao hemos visto que es necesaria introducir cuatro parámetros: 
KxMA : Kklta os kz4 Y Kka2z « El parámetro kz introduce una 
realimentación del umbral del potencial local sobre la cinética 
de dicho potencial local y surge debida a que la variable de 
recuperación afecta la densidad de corriente iónica a través de 
la membrana x«citable en una forma que no se reduce a la 
modificación del umbral uniforme pera el voltaje transmembrana. 
A que lkazl las l = (2P2) resulta que lk«al y lkadl dependen 

Am de manera inversa. (Cuando Am aumenta, lky2] disminuye 
E que l|kz41 aumenta). (3) 


Cuento mayor es Am /f respecto de la unidad, mayor va a ser lksal 
respecta de LM y por tanta, más próximas Yan a estar las 

ecuaciones realimentadas de Youna-Fitzhuah (ecuaciones [ 1a1([1b] > 

de las ecuaciones no realimentadas de Hill (ecuaciones CL3] y ccél 
del Capitulo 1). 


De acuerda con lo discutido hasta este momento, vemos que incluso 
los coeficientes de realimentación de la dinámica fenomenológica 
dependen de parámetros eléctricos Y geométricos de la fibra, así 
coma de la forma en que se distribuye la corriente eléctrica 
estimuiladora generada en el conductor de volumen de los tejidos 
la través del parámetro ÁÉ ). 


En base «a las fármulas de la parte (F) del Capitulo ly a las 
fórmulas [237. [637 y 171] podemos calcular todos los parámetros 
olobales del umbral, para la ECC y para la ERA-.Como caso limite, 
haciendo tender % a infinita, abtenemos las variables locales 
del umbral para una membrana uwitormemente polarizada. 


Fara Tinalizar esta sección, veamos como es posible explicar el 
éxito de la tecria fenomenológica de Hill para la estimilación de 
Tibras mediante electrodos externos y simultáneamente su fracasa 
cuanda se la intenté aplicar a la excitación de una membrana 
uniformemente polarizada. Cuando la despolarización catódica es 


espacialmente uniforme, se debe poner 4 = +os en las fármilas 
O 
1) As Za , 04-142 7 
Va ? E 0 


(9) R <A er onz enmJx.t ., 9 A Y A 


para los coeficientes cinéticos kij. En ese caso |kyg|]no puede 
ser despreciado respecto de |ky) y la matriz de coeficientes 
fenomenológicos kij posee generalmente valores propios complejo— 
conjugados. ES 


Caemos entonces en el dominio de la reformulación del modelo de 
Young efectuada por Fitzhugh, que explica perfectamente bien las 
curvas intensidad duración para membranas uniformemente 
polarizadas, según vimos en la parte (C) del Capitulo l. 


A medida que 24 crece (debido a que 4 decrece). Mezal crece 
respecto de Eral) hasta que para una estimulación lo ' 
suficientemente localizada caemos en el dominio de validez de la 
teoría de Hill. Esto se traduce en un aumento del parámetro S” a 
E medida que la estimulación se hace más localizada y explica el 
a éxito de la teoría de Hill cuando se la aplica en el contexto 
para el cual fue originalmente formulada: la estimulación de 
tejidos mediante electrodos externos.- 


Más aún, este aumenta del parámetro € con la localización de la 
perturbación en el voltaje transmembrana (y en las variables de 


O estado adicionales: permite comprender los resultados de la 
simulación digital de la excitación de fibras mediante 


microelectrodos intracelulares mencionados también en la parte 
EN (2) del Capiítula Il. 


Vemos entonces que el modelo propuesto en esta memoria engloba 
todas las teorías anteriores, basadas en una cinética lineal con 
una condición aduhoc para el umbral, pero además las justifica 
porque la naturaleza de la aproximación que involucran queda 
expuesta er cada caso y la condición de umbral queda 
justificada. 


Finalmente, todos los parámetros fenomencológicos de las teorias 


A A A 24 e 
clásicas (hija. EgyU y Y jquedan expresados en términos de los 
- parámetros  tásicos de membrana (pudiendo incluir parámetros de 
los canales jiánicaos si fuera menester), así como de los 


. . LA . 
parámetros que caracterizan el campo de corrientes electricas 
- estimuladoras. 


O Nota: La expresión [Sal para el parámetro lsl= 1/k es la 
misma que cbtuvimos en el Capítula Y en la fundamentación de la 
tecría de Blair, como cabía esperar (puesto que se obtiene la 
ecuación de evolución del potencial local del modelo de Elairi. 

Parafla carga umbral límite, que por definición no involucra el efecto 
del procesa de acomodación de la membrana en el caso de la ECC. 
se obtiene también la misma expresión discutida en el Capitulo Y: 
Qu; o = í o . En cambio, la carga umbral limite pera la 


€ 
- G (tm) 
e involucrar el valor de la función de Green de la funcional de 
5 «citación en el instante tm en el que dicha función alcanza su 


(ver Capítulo 1,  férmila F[26] ) al 


primer minima relativo, depende de los parámetros de 
recuperación do, Po y 7? de la membrana *citable. La mismo 
ccurre con las recobases Tas 2 para la Ecc € TRb para la ERA, 
canflas constantes de tiempo ÉS Y £ Y con los parámetros y Ó. 


Dejamos pendiente. de momento, el cálculo de estos parámetros 
olobales del umbral. Dicha cálcula, asi coma el de las 
expresiones analíticas para las curvas intensidad—duración para 


la determinación de la función 
función de t y de los parámetros ki) 
ente, mediante las fórmulas Ll, 
a o e Ad L rr id ” y Y _ 


la ECLO y Sd 
integre FL 
integral Lo a E 

Y Ea sustituyendolos posterior 


(0) Efecto de una variable de activación: topología del umbral 
o para una cinetica basada en el modo uno. Ctálculo de los: 
valores críticos mediante un modelo sencillo para  la/. 
a densidad de corriente iónica y la cinética de activación.- 
E 
" “Consideremos ahora una situación en la que debe tenerse en cuenta * 
cel proceso de activación de la membrana excitable de la fibra. La 
“forma más sencilla de hacer esto es introducir una variable de 
“activación ítal como la. variable m del modelo de H-H) y congelar 
ccel proceso de acomodación (en el caso del modelo H-H, mantener 
“¿constantes las variables n y h ).- 


— Denominemos ma la variable de activación y sean v= Vm- VR Y 


q = Mm — Me los apartamientos de Ym Y de m respecto de sus 
¿valores de reposo Ye Y Mp y Terpertivimente : 


Las ecuaciones de Campo para tina fibra estimulada por un 
electrodo externo son ahora las siguientes: 


e. A 2 á 


E Y 907) CAL] 
o Aquí Tf (0, Y) = -=- Rm 92%: siendo Til vi) la densidad de 


corriente iónica transmembrana. Asimismo Ty = Em Em Y Aó= m E df 


donde el sionmificado de estos parámetros se explicó en el 
capitulo IV. En este momento de nuestra estudio es indispensable 
hacer una precisión sobre el uso del parámetro Rp q para 
representar la resistencia de la unidad de área de la membranas 
en las proximidades del estado de reposo (Ver la Nota al final de 
la sección (Al del Capitula 111). 


La verdadera resistencia lineal de membrana se define (como se 
estableció en la parte C del Capítulo 11, fórmula LP] >, 
mediante la expresión: Amo = 2 ió (03) [21 . En este caso 
la constante de tiempo Ta,=Rky e, Vi describe la relajación 
. om 

del voltaje transmembrana a sl valor de repost cuando se le 
perturba mantemiendo congeladas en sus VYalcres de reposo a las 
demás variables de estado de la membrana. 


D En el capítulo Y consideramos congeladas las variables de 

. recuperación y en equilibrio con el potencial tranemembrana a las 
variables de activación. - j Al 

E . . En el presente Caso esto último equivale 

a poner ARE y = QA, lo cual define una función creciente de v« 

= Nos (VW) .  Sustituyendo Y, = Ya (1) en la expresión para la 

densidad de corriente obtenemos: dl (wi = JTív, Mao (v) ). En el 

capítulo Y aproximmos Rm: Tio (7) por el polinomio v - bvA + cv?, 
lo cual significa que Rm verifica 4 = d JO E3] 


Fno, 


po dE Rm 
Pero d J(A) = 9 (050) + 2 (050) d Ys t0) ]de modo que 
ME 


EY) 37 

39 "127 .Agoelo) [5] 
dy 

32 (0/0) "y 


Coma. generalmente 


u 
S: 
ya 
a 
2 
= 


Ze (0) es diferente de cera (las atras 


dw 


derivadas siempre lo soni, R mo na coincide exactamente con Ry 


Si queremos conti” usando Rm en las ecuaciones 0e Campo, 


¿suponiendo que las variables de recuperación. se encuentran 
congeladas en sus valores de reposo. Como W O 
LY 3 


Ea 


debemos tener presente ahora la relación que da la tfórmila Es7. 


En el caso del modelo de H-H tenemos: 


$07) =-Ral Ju t (ma +7) wW-vy, A+ Gx MR (WA Z) + q (0 vL)1: 


Guate ha Y Wa + Iré Pr +) 


el desarrolla del polinomio 4(0,7) en potencias de v y 7 nos 


da una expresión del tipos”. 


O dao Y 4 d04 Y e des 07 + 941 1) paa y? + 202 7”. + 37 1] 
-AGUÉ se tiene» 240 = — En E] / dog = — Rm Fo) boa EP1 


Mo 
y en general 2.3 es proporcional a Ro 21+ CU (0,0) 


3aPa91 


Por su parte, en el modelo H-H y en modelos análogos, la función 


o 


3 a ) verifica una relación del tipo: o (ay 9) Le [mato ma +01 


Tom (11) 


Aquí (Mau([vV) es una función sigmoidea creciente de Y 


se comporta como se dijo en el Capítulo 11 de esta E Et. A y 


Fara aplicar el método de Eckhausgcon el propósito de estudiar la 
estabilidad alobal del estado de reposo y la dinámica del umbral, 
es necesario aproximar tanto CLARO como /”mMalv) por medio de 


polinomios en términos de la variable Y. Como no nos interesa el 
desarrollo completa del potencial de acción, puede ser suficiente 
emplear polinomios cuadráticos o cúbicos osculantes en 42 Y —(9 
incluso,. mejor aún. las funciones _A- Y rm (4) pueden ser 
Tom (1) 

aproximadas en un intervalo de valores de Y adecuada, mediante un 
polinomia cuadrática o cúbico óptimo, según un criterio global 
de aproximación, en vez del criterio de aproximación local 
osculante en $ = 0. (For ejemplo, empleando polinomios de 
Legendre.( Nakamura, 1992).) 


$ 
Una vez hecho esto se puede proseguir coma se explicó en el 
Capitulo  1Y, hasta obtener las ecuaciones no lineales que rigen 
la evolución de las amplitudes de modo. Es este caso pondremos 


arte de E, Anit) Pala) Y a0d 2. Ca MIA), 


Si despreciamos todas las amplitudes de moda con excepción de Áy 
Y Ea s Ccotenemos un sistema de ecuaciones diferenciales na 
lineales del tipa 


Tr AAA TM A RA GAFA TI) [140x] 


donde F¡(As, C4)y G.(As , C14)d se obtienen a partir de los 
polinomios utilizados para aproximar las funciones f (vs 7 1 y 


g (0, 2 efectuando las siquientes Operaciones: 
(191 — Sustituyendo Y por Az Y A Cq4 en dichos polinomios, 
(22 (En el términc genérico P3 dio 6 sustituyendo el 


coeficiente A 1 


(4? are Vi Va .entenecar M4+=0- Es 


= G¿(A4, la) ob] 


Pape P? Lts donde Es e fino” AS es siempre, " ún 


número positivo.— 


Desde un punto de vista cualitativo, el sistema ds as 
t10b1 puede ahora ser estudiado mediante técnicas para. el, 
plano de fases (A4 .L 4 ) «For su origen en la función y (tv 7 E EN 


el polinomio G ¿(Ax »Caq)d) no depende más que de propiedades 
locales de la membrana (en particular, de los parámetros que. 
caracterizan la apertura de los canales iónicos despolarizantes;, 
como los de sodio en la membrana del axón). : 


Lo mismo ocurre con Fy (Ay sE xs que se origina en la densidad de. 
corriente ¡énica transmembrana (la cual suele ser de entrada un 
polinomio en las variables UV y 4) cuyos coeficientes dependen 
de las conductancias máximas, de los potenciales de reversión y 
de las variables cinéticas relacionadas con la activ ación y la 
inactivación de los camales iónicos). 7 


Supongamos que ha finalizado el pulso estimulador, de modo que la 


corriente total 1 (1) es nula. 


En este caso, dependiendo del valor del parámetro adimensionado Amp 


las disóclinas horizontal (dd C4q=0 % y vertical (dAs = (8) ) se 


AE At 
intersecan en tres puntos, en dos puntos cc en un solo punto. Uno 
de esos puntos es, siempre, el estado de reposo Ay = OQ, ¡26 Q. Si 


An /L es mayor ae cierto valor crítico, el estado de reposo R de 


la membrana de la fibra es el único punto de equilibrio del 
sistema dinámico. Si Any es igual a su valor crítico aparece de 


improvisc un nueva punto de equilitrico que al disminuir Am/L se 


bifurca en dos nuevos puntos de equilibrio (bifurcación silla- 
nodo) que representamos por UU (umbral) y E (estado excitado). UU 
es un punto hiperbólico (punto de ensilladura) mientras que R y E 
son nodos estables, al igual que en el caso de la membrana 
uniformemente polarizada que consideramos en el Capitulo 11, 
pertes (D) y (El. 


La fig é muestra como, a medida que Am aumenta, la curva AIZO 


se desplaza hacia arriba mientras que la curva GO permanece 


incambiada. Entonces, a medida que An creces tanto U como su 
variedad estable, FTormada por dos separatrices, se desplazan 
alejándose del estado de reposo. Fera esas separatrices forman la 
curva umbral en el plano de fases. For debajo tenemos el conjunto 
de decaimiento len este Casa la cuenca de atracción del estado 
de reposol. For encima tenemos el conjunto amplificador ( en este 
cast la cuenca de atracción del estado excitadol.- 


Finalmente el estado umbral se funde con el estado excitado, que 
mientras aumenta Am/L viene descendiendo a su Vez. 


la Tio Y muestra el sector formada por aquellos puntos del 
conjunta de decaimiento que se encuentran por encima del eje Ay 

y per  debaja de la isóéclina horizontal y que pueden ser 
atravesados por el estado (54, La de la fibra cuando ésta ES 
estimulada mediante un pulso de corriente catédica. Coma la 


ge LA 


AL Nr 


corriente externa actúa directamente sobre la amplitud del modo 


que corresponde al voltaje transmembranas un pulso catódico muy 
brusco desplazará el estado del sistema sobre el eje Ax ,| desde 


el estado de reposo hacia valores positivos de Ag - Si es un 
pulso justo-umbral llevará el estado al punto de intersección -de 
la separatriz 5 U con el eje ÁJ] + de 


A medida que el pulso se hace más duradero y menos intensos la 
amplitud el modo que corresponde a la variable de activación se 
va apartando más y más de su valor de reposo, de modo que la 
historia de estados fAz« C€Cx ) recorrerá curvas en el conjunto 
accesible mencionada, hasta que: para un pulso reobásico 
(suponiendo que na hay acomodación de la membrana) el sistema 
recorrerá el arco de isóclina horizontal que limita por arriba al 
conjunto accesible. 


Puesto que U y la separatriz S U dependen de Am/t , los fenómenos 
relacionados con el umbral serán nuevamente propiedades del 
sistema electrodo-fibra considerado como un toda y no meramente 
propiedades de la membrana excitable considerada por separado. En 
cuanto a la cuestión de los estados umbral, podemos extender 2 

caso de una despolarización localizada las consideraciones que 
efectuamos en el Capítulo Il. Es así ques, en un sentido amplio 
podemos considerar como estados umbral a todos los puntos de la 
separatriz correspondiente a la variedad estable delpunto  U, 
puesto que constituyen la frontera entre el conjunto de 
decaimiento y el conjunto amplificador en €el plano de las 
amplitudes de modo. 


Pero en un sentido estricto debemos considerar como estado 
umbralsolamente al estado correspondiente al punto de equilibrio 
inestable U. £Én efecto, si un pulso lleva el estado del sistema 
desde el reposo hasta un punte del conjunto amplificador próximo 
a la curva umbral y luego el sistema evoluciona abandonada a Sí 
mismo. recorre una CÚrbita aproximadamente paralela. a dicha 
separatriz hasta que corta la isáclina vertical. Á partir de este 
momento Áa deja de disminuir y empieza a aumentar rápidamente 
mientras Cy continúa aumentanda siempre: esta última etapa 
corresponde al comienzo del potencial de acción provocado por la 
polarización localizada que estamos considerando. Entonces los 
puntos del arco de isóclina vertical comprendido entre el punta U 
y el: punta Ez pueden considerarse como estados umbral en la 
medida en que inmediatamente preceden a un potencial de acción.— 


No obstante los pulsos catédicos que conducen el estada del 
sistema hasta puntos a partir de los cuales se generan Órbitas 
que cruzan dicho arca de ieóclina vertical, son claramente supra- 
umbrales. A medida que se aproximan a un pulso justo-umbral, la 
érbita generada se acerca más y más a la separatriz S U y corta 
el arco de isóclina vertical cada vez más Cerca 0el punto de 
equilibria U. (Esto hace que la latencia en la aparición del 
correspondiente potencial de acción tienda a infinito según este 
modela). 


En el límite, entontes un pulso jueto-umbral lleva el estado (Ay, 
la 1 hasta la separatriz umbral S U. Luego de lo cual el 
sistemas. abandonado = si mismo, la recorre en dirección del punto 
U.  Fera UU a su vez, en la medida en que es el punto limite del 
conjunta de estados que preceden al comienza de un potencial de 
acción f a medida que los pulsos supraumbrales tienden a un pulso 
justo-umbraljY, puede ser considerado como el único estado umbral 


1 


en sentido estricto. (En este sentido puede decirse que U 


corresponde a lo que, en el modelo. con uma variable de 

-. recuperación, son los puntos de la rama intermedia Ay =  —Aay tE 

- de la isóclina vertical (suponiendo que el conjunto umbral pueda 

E / cidealizarsg por esa rama en esa región del plano de fases (Ax a 
“Bd Y. 

ml Consideremos - ahora dos perfiles espaciales) uno del voltaje 


transmembrana otradela variable de activación, en un instante dado 
en el gue scaba de finalizar el pulso estimulador. Suponiendo que 
se han excitado fundamentalmente las amplitudes del modo uno "y 
que la dinámica del umbral puede describirse ' aproximadamente 
recurriendo (a dichas amplitudes de modo, hallamos Az (tp) y 
Cí£tp) para estos perfiles espaciales. Si el estado lA y ttp). 
Cítp) 3 queda en el conjunto de decaimiento, la excitación de la 
7 ibra fracasará, mientras que si se encuentra en el conjunto 
amplificador, se generará un potencial de acción. Los perfiles 
espaciales del voltaje transmembrana Y de la variable de 
activación cuyas amplitudes del moda unc definan un punto del 
plano de fases que caiga sobre la separatriz umbral podrán ser 
consideradas como perfiles umbral: encontramos nuevamente el 
A O concepto de multiplicidad de estados umbral, ahora en el contexto 
de unjmodelo con una variable de activación. Antes los habíamos 
encontrado en el modela con una variable de recuperación .- 


Puesto que la separatriz umbral posee derivada negativa (si se la 
define dando C14 en función de Ax) resulta que cuanto más dura 
el pulso justo-umbral,. mayor es el valor de Cy y menor el de 
As: que corresponden al punta de la separatriz umbral en el que 
el sistema se encuentra al finalizar el pulso. Considerando 
entonces el umbral en el sentido amplio¿que engloba todos los 
puntos de la variedad estable de U, resulta que tenemos aquí una 
amplitud umbral Á,z = Arv(Ca1) que es función decreciente de C. 
ME y que depende de los parámetros del sistema electrodo-fibra como 
y un todo indisoluble. 


Para calcular el valor crítico del parámetro Am /A por  detbaja 

del cual la excitabilidad puede describirse como lo hemos hecha 

a en esta sección, es necesario. elegir un modelo  polinómico 

concreto para la densidad de corriente iónica y para la velocidad 

O de evolución de la variable de activación. Consideremos una 

] aproximación lineal a la cinética de la variable de activación 

, (con Mo y do positivos): (v, 7 > Ho [vv —- do7) Mal y la siguiente 

Za aproximación  polimémica “a la función + (nm) 7 Y (donde suponemos 
que 3242 es negativo mientras que d 44 Y Alo 2 son positivos) 


LO7)= dto V + do) + da) der y da 07? 42] 


Foniendo 2] ere (ésta es la función ) = Yol(w) para la cinética 
o 

lineal de la variable de activacióni y sustituyendo en la función 

2] Y obtenemos: 


Aya des) 202, Q IN. 3 
E pa 20) EE d a + 2). + F2 ar 243] 
Loma e , de E 477)1==5 Jlayy) se desprende que 


o 4 
yl = Ral 27 10,0 370,0) Añolo) 
dto + E 204 AN ) pe ) 
Teniendo en cuenta entonces las fórmulas L 37] y [4] obtenemos: 


A e E4A41 


[o] 
19 


0 
1 


5d eee; ' 


: FS Definiendo P= a JS => [451 de se. Ba Eg, 


se desprende que. E 4, Zo 10) ) = Y «+ pro — cu3 es. un 
polinomio cúbico como el que utilizamos en el Capitulo V. y ES 


De [111] y [12] se deducen” EXPEESIOnSS concretas para. 208 


TENEN 


funciones F¿ Y Gx : 
Fa lAq, 4) do As + dos Ca 4844 Lag Aa Ca + 302 Lg E Y He Lin A, Erp1 
Gx(Ay (4) = an LEAN ] o 0311 
Entonces, sustituyendo El en [17a] Y: Fibrdensadas sé y 


obtiene: 

: depa a Coso + Í 4 2: Aa +2 + NS Aj 

a + a ra Aj =-Ar+ bz As” =s TMA?" A 

Los pa eE equilibrio del sistema dinámico. correspondiente a 

las amplitudes de modo A, y Cy verifican -TAMA, + E (Aa, € )= 0 ga] , 
de 


Ati tg 


B 


a 


Ga Ea « Es1=0Q Cia b] (según se desprende de la ecuaciones 
ti0al y [10b]%. Esta o a buscar las amplitudes BA que 
s 0 verifican la ecuación —( 4 +71 Afro Ba + b Tia As -cLm Aj z= 01491 - 


que es la misma ecuación de equilibrio que hallamos para la 
amplitud Ay desacoplada en el capitulo precedente. Entonces el 

E sistema dinámico correspondiente a las amplitudes de modo Ax 
Ca posee el mismo valor crítico para An /t que .el sistema 


2 3 
dinámica unidemensional Tn das. Va As + ¿Tim A, - cTrrm As 


(que estudiamos en el Capítulo V). En la parte (A) del presente 
capítulo hemos visto que su extensión incluyendo la amplitud de 
modo uns Ex asociada a una variable de recuperación. posee el 
mismo valor crítico para CAMI) Ya 


Tenemos «Si, iqual que antes, el siguiente valor critico para 


= A+ TOM HA?) : Ve = Tae Li y [20] 


i si Va < Vec las amplitudes Á 4y y Cay correspondientes 
; al punto umbral U del plano de las fases vienen dadas por: 
z j z 
O Ar = ba (Ez as y E24a1 
Zo Lun T Trim 


E Ciud: Air 62411 
l do (1) 


Teniendo en cuenta los signos de los coeficientes ap; y la 
relación [141 podemos escribir: 


EL (Az, Cal =harl Art SJoCloeo | A)Cs + lds] Le AdÚa 
+ 1921 Ti O — 12421 Tra As 2 


z Además Die Ra es mayor que una. [Esta última propiedad 
e Sen Rmo el 
E desprende de la férmula [3] teniendo en cuenta que elo) Y 


Ñ loJo) son positivas mientras que 29 (0,0) es 
/ 37 
ias según se via en el Capitula 111 sección ff). 


Entonces la isáclinma vertical del sistema [i0aJ.[106] en. el 
plana (, «2 Eh Y viene dada por la relación 


Aye Slam 4) Cy + ld02l Ta 
3 Claw] + 0) E AN UI 


23 
E) 


2233 


“La isóclina horizontal es, simplemente: AE 


A 


De [22a] se desprende que, a medida que +F aumenta la 
pendiente FA, por el origen aumenta a su vez y la isóclina 


vertical efectivamente se desplaza hacia arriba en el plano de. 
las fases.*WMcomo se describió previamente para el caso general. 
Suponemos que el denominador de [22a) no posee raíces reales (aún . 


para Am/£ = 0), de modo que la función Cy = Ci (Ax) que define 
la ecuación [22a] se comporta como sugiere la figura 8. 
Asumimos además que cuando”yz=z 0, la isóclina vertical: y la 


isóclina horizontal se cortan en los tres puntos que denominamos 
Ro (el estado de reposos siempre bdo con el origen del 
plano (Ay E, 1, Ua y Eb. A medida que %m/f crece, el punto de corte 
¿por el utah permanece pera los otros dos se modifican, 
aproximándose entre sí en €el plano de las fases hasta que 
finalmente confluyen y desaparecen. j 


Linealizando el sistema dinámico para las amplitudes de modo Á, y 
CA en un entorna del punto umbral U, se obtiene una matriz de 
coeficientes cinéticos con traza megativa Y determinante 
negativo, de modo que posee un valor propia negativo y el otro 
positivo. La separatriz umbral pasa por U en la dirección del 
vector propio asociada con dicha valor propio negativo, de modo 
que la pendiente de la recta tangente por U a dicha curva umbral 
se Calcula a partir de las componentes de dicho vector propio. 
Luego. puede emplearse esa recta como una aproximación lineal al 
conjunto umbral en tuna aplicación del método de los sistemas 
rompientes que se completa com tim  linealización de las 
ecuaciones de evolución para las amplitudes de moda en su 
conjunto de decaimiento. Como se verá en la próxima sección, esto 
permite deducir expresiones analíticas que describen el efecto 
dei procesa de activación sobre las curvas intensidad-duración, 
en el caso de fibras estimuladas por electrodos externos. 


Finalmente,  Yolviendo « los Campos V(t.xl y (tarda las 
ecuaciones [113 y [127 sustituidas en las ecuaciones En 
nos dan el siguiente sistema: 


PCE A + des E daa Y (EE 
“A + Am Flex) T 14) / / / = 


5L= Mo lv LY) (235 


Los coeficientes 2p7 se encuentran sometidos a las 
restricciones de signos y demás restricciones establecidas 
previamente. 


Foniendo 1 (ti = O se obtiene lo que parece ser elequivalente, 
para estudiar el efecta del proceso de activación de'la membranas, 
a la que son las ecuaciones de Fitehuah-Nagumo para el estudio 
del procesa de recuperación: es decira un sistema de ecuaciones 
de campo que retiene las propiedades fundamentales que se quieren 
estudiar pera en el contexto de un modelo matemático todavia 
relativamente simple. 


Más aún, añadiendo una veriable de recuperación Wycon su 
correspondiente cinética, a las ecuaciones [22] se obtiene el 


(4) (Ax, C1) 21 


eb 


[2393 


siguiente sistema de ecuaciones de campo que involucra” ¿a 


rs = Mo ly — $07) 


e 2, A ID 
¿ a A e de 07 = ale to + A E | 
TN 7 77 a E24e7 


Si we se mantiene en su valor de reposo (w = 0); el sistema [24] 


se reduce al sistema [23]. Si la variable Y se mantiene 


“relajada al equilibrio conv ( =( IM el sistema [241 se 


reduce. a las ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo-Rattay. Si se congela 


wen su valor de reposo y se relaja al equilibria con el. 


voltaje transmembrana, se obtiene la ecuación -de Nagumo-Rattay 


Que utilizamos Como base para los desarrollos del capítulo 


precedente. 
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FRNTEsoOdio Sobre 108 . DaramerrO>s Gibbs. E. 
modelos: con distribución contínua de tiempos: “de retardo. 


En 1ás partes (C) y (D). del Capitulo 111 estudiamos la relación -* 

S entre. la amplitud umbral de pulsos de corriente controlada y su“: -' 

duración, para una membrana uniformemente polarizada, teniendo en ] 

cuenta el efecto del proceso de activación de la membrana. 

-  Empleamos el voltaje transmembrana “Vm y la variable de activación 

“ om como VvYariables de estado de la membrana uniformemente 
polarizada.- j 


En esta parte extenderemos ese estudio al caso de un sistema 


electrodo-fibra, empleando como variables de estado las 
amplitudes del modo uno Ax y C€xy correspondientes a los 
apartamientos, respecto de su valores de reposoy. de Va y m 


respectivamente. 


Comencemos linealizando las ecuaciones de evolución para las 
amplitudes de modo (ecuaciones Lia] Y [106) de la sección 
O previa) en su espaub te de decaimiento. Obtenemos así el sistema: 
de 2 Y 

Tm q > CTA +2) Arts OA FAR TIA [12] 
Es A PA 01 
At To do y 
Aquí, por definición. Ty 7 21] es un tiempo de relajación 
odo 


- característico de la variable de activación considerada. De esta 
forma la dependencia espacial se encuentra implícita en las 
amplitudes de moda y en los parámetros mn /p Y Fy para cada 


sistema electrodo-fibra. 


(4) Rm 


la Tengamos presente, para lo que sique, que do = TE (3] y 
Í 
Ñ 210 E do4 = — A EAT. me 
5 Supongamos que se aplica un pulso catódico subumbral, de duración 
a tp. Mientras el pulso está siendo aplicado, la amplitud de moda 
Ba (t) crece y arrastra tras ella a la amplitud de moda Ex. (t). 
e Una vez finalizado el pulso, Ay (t)? comienza a decrecer mientras 
a coque €x (t) continúa creciendo, aunque cada vez menos. En un 


cierto instante to posterior a tp, Cy1t) pasa por un máximo y de 
ahi en adelante decrece a su vez. Finalmente ambas amplitudes de 
modo regresan a cero y la fibra vuelve al estado de reposo. 
Consideremos la que pasa al aplicar un pulso supraumbral. En ese 
caso el decrecimienta de Aqít) posterior a la finalización del 

; % pulso se produce nuevamente, pero se detiene y se revierte 
continuándose con el frente del potencial de acción que entonces 
se genera. En forma concomitante, Cyíti no cesa de crecer una 
vez  fimalizado el puleo estimulador primero se enlentece pera 
luego se acelera integrándose tambien en el frente del potencial 
de acción junto con Ay (tl. 


Del análisis realizado en la sección (01 precedente se desprende 
que es posible caracterizar el estado A partir del cual se 
- produce un potencial de acción a través de la condición de 
de umbral Cjy= Cyydonde Cry viene dada por la ecuación(C)E21 (b1J 
En este caso un pulso estimulador es justo—umborad cuando el 
máxima que Cp (t) presentaría de mo producirse el potencial de 
acción, es ¿guad a Cru 3, *S decir Ey (tod= C yy [5] . A partir de ese 
instante La evolución de las amplitudes de modo deja de regirse 


(4) firmadas cl71 y CEA 


toda vez que Cy alcanza su valor crítico. Pero si el.puiso <* 


- supraumbral, Ey alcanza su valor critico en un instante en “el'.qu 
(ACES e) es positiva, mientras que si el pulso es justo-umbral;, - 


o verifica: Cxq (to) = Cqgu = Ax (to) 61 


¡SSfronters 


pór: +15” ecuaciones [1] : .se- ¿ha alcanzado runas COMES 
ompimiento. Lo mismo ocurre en el caso de un pulso supraum 
7: SUPELALIm: 


S 


AAA 


Es 


2, (to) = € con A Cy (to) = 0 de 
A AM A. , 
At 


Entonces, como consecuencia de ésto y de la ec [1b] , en el. 
instante to en el que Ct toma su valor critico ES Cuna y se; 


AS 


$0 
Teniendo en cuenta la ec [21b J de la sección precedente, resulta 
que Ax (to) = Aya. Ñe 


Sa 


Al haber linealizado la cinética en el conjunto de decaimiento, a E 
el punto Y de coordenadas Sanz Cam no es ya un punta de 
equilibrio- del sistema dinámico. Este punto umbral puede ser 
alcanzado en un instante to finito a partir del comienzo 
del pulso: ha desaparecido así la latencia infinita propia del 
modelo no lineal completo. : A 


Esta desaparición puede aparecer coma una ventaja del 
procedimiento que estamos desarrollando , respecto del 
correspondiente modelo no lineal, puesto que nos va a permitir 
calcular la latencia en el surgimiento del potencial de acción 
en términos de los parámetros del sistema electrodo-fibra. No 
cbstante, en un modelo no lineal que involucre una Yariable de 
recuperación además de la variable de activación .—tal como 
el modelo expresada a traves de.las ecuaciones C [242] Ss E [24b1 
y C[2Íc] de la sección anterior- la desaparición de la latencia 
infinita se debe a que el punto que correspondería al umbral en 
el plana (Ay «Cy se desplaza a medida que la amplitud “def modo 
corresporúdiente ¿4 la variable de recuperación crece: desaparece 
el punto de equilibric umbral y com el la latencia infinita en la 
aparición del potencial de acción. Posteriormente volveremos 
sobre toda ésto, pera por el momento continuaremos en el marco en 
que nos situamos al comienzo de esta parte, con el fin de ver que” 
resultados acbktenemos. ] 


En o una primera aproximeción vamos a despreciar el efecto del 
termino Ao Cy en la ecuación [lal. 


Entonces teniendo en cuenta la ecuación 13d e introduciendo la 
nueva constante lineal de membrana Tmo = Kmo Cm (317 y la nueva 
constante de espacia Amo = (nm 74170 2327 (lo cual es equivalente 


a sustituir Rh cor -Rmo ? de la ecuación Cia] se desprende que: 
¿2 42 z 
Tmo dAAs (44 Tio yA —+ Amp E 114) 
po 2 ña 
Definiendo Vio = A + Y Qro /£* ) [el e integrando (871 entre 


] 2 IE- 4) 
0 y t con Ag (0) = O, resulta: Agpitt) Amo E 


O o IEA 7 


donde, por definición Te = Emp [411 
Deo 
Sustituyendo ahora [103 en [16] e integranda entre Ó y t con 
Ey 100 = 0, resulta la siguiente expresión para le amplitud del 
modo una de la variable de activación de la membrana: 
Cy tt) =f as Eres BRA EA [121 
(9) 


24 


E dd F 9 a OM 142 YALCHES RS A 
A 5 


ES — E tar 
Gm 14) = Amo E AA 
, To EA: de ELA en ) 


Puesto que F; es negativo, la ARA Gm $, es nula para t = O: 
y negativa de ahí en adelante Pasa por un mínimo cuanto t = Te y: 
luego aumenta progresivamente hacia a manteniendose ne atida. 


E instante Te verifica la ecuación: te E 5 21 q) OE 
siempre que TZ (Si Y = Lo resulta que E Ao NE z 


Ed 
Consideremos un pulso que comienza en el instante t ==- 0. La: z 
condición para que EA justo umbral será entonces ; 


OS len tt 10140 E Y = Cay 15] 


Esta es una primera versión de la funcional de excitación que 
tiene en cuenta el efecto del proceso de activación de la 
membrana para una fibra excitable polarizada por un electrodo 
externo. Apliquemos ahora un pulso justo-umbral en forma de delta 
de Diracz 1 (t) = Qu, o dit 

En ese caso de [157] se desprende que la carga umbral límite 
GQu,o verifica Qu,o = 

Gm Ey) 


Definiendo la nueva función de respuesta impulsiva 
Gt) = Gm(t) 2371 
Gm (ag) 
(esta función es. no negativa podemos reescribir la 
condición de excitación justorumbral de la siguiente forma 


canénica:z mint ía (Ct =- tf 3 1 (t6)) de ? = Guo [47] 
telo, «oo 
(Esto presupone que la corriente catódica I (t) es negativa, al 
igual que la carga umbral límitel.De [13 Y tenienda en cuenta 
14949] se obtiene: Gm E, ) = Amo E E Z /E- 4) para “y T 
S o Lo > ) 


Luego, teniendo en cuenta que Ape ecuación [461 para 
0 


p" ua y la ecuación 141 para Ey > obtenemos la, siguiente 


expresión para la carga umbral limite: GQu,o = TuoÁA tt o Vr 


na Ez 


El tiempo te puede tomarse como una medida del retardo en la 
activación de la membrana de la fibra cuando la estimulación se 
produce mediante un pulso deltiforme. La ecuación 114] muestra 
que dicho retardo depende del parámetro w/f a traves de la 


constante de tiempa Ts eo For tanto depende del radio de la 
fibra y de la longitud del intervalo de influencia: es una 
propiedad del sistema elec trodo fibra como un todo y no meramente 
una propiedad de la cinética local de la membrana excitable. 


Si el proceso de activación local fuera instantánea, es decir si 


To = O, Te sería a su vez nui, en ese caso Qu,o = Thmo Aru 
A Año FA 
) mA E AE EZ Mo 
La ecuación 81 permite reescribir Qu,oa = 44 que es la 


misma Expresión para la carga umbral límite que obtuvimos en el 
Capítulo Y  cuanda el proceso de activación se consideraba 
instantáneo. 


[Opera hempos eo 
sea di 


(2) recordar form, fa [14] 


do etecto del «retardo en el proceso.0e ió >= Lau 


factor tiende al correspondiente factor para una membrana. 


¿Mniformemente despolarizada (ver parte (0) del Capítulo 111) como “-*". 
cabía esperar, con “Emo como constante lineal de membrana. Es ES 


importante señalar que Emo es la verdadera constante lineal de 
membranas puesto que se Calcula perturbando el voltaje 
transmembrana a partir del estado de reposo y manteniendo las: 
otras variables fijas en sus valores de reposo. En cambio Zym se 
calcula perturbando el voltaje transmembrana y manteniendo la 
variable de activación en permanente equilibrio con dicha 
perturbación (solamente la variable de recuperación. permanece 


-. congelada en su valor de reposo). 


Siguiendo un procedimiento análogo al que utilice en la parte (0) 


¿del Capitulo 111, se puede demostrar que la curva (intensidad 


duración para pulsos rectangulares de corri ente de amplitud  jJusto- 
umbral lu y duración tp viene dada por: (4) 


A 
Ty [tp) Er y Y (L_4) 7 VA To) 
O O 7) 


E Vaso Agy E 
siendo Xgrbo = SER 2297 el valor reobásico para la 
o 
amplitud de corriente. Para la constante de tiempo del sistema 
electrodo FARES se abtiene a partir de las fórmulas [18] y [20] 
ta = Y 0/7 [21] (2) 


Para el parámetro O se tiene, 


eco [21]: 


partir de su definición y de la 


Di 0 
Lula ME [22 
py lA =e > 7 JÁ 


Con estas expresiones para ÍZpb. ts y 0 (o bien para6 , Tab Y 


Cu,a) tenemos el conjunto de parámetros que resumen la 
excitasbilidad olotal del sistema electroda-fibra en función de 
locos parámetros que describen la cinética de la membrana — 
incluyendo el  efecta d etardo en la apertura de los canales 
ijórnicos  despolarizantes - y de los parámetros que describen el 


efecta de la geometria del campo de corrientes estimuladoras 
sobre la polarización de la fibra blanco. á 


Consideremos ahora el retardo. El instante to en el que la 
amplitud de moda Cy alcanza su valor crítico Esuymientras que la 
amplitud Ay alcanza el suya Axjryse puede calcular a partir de 
la  jioualdad Gm ítaodr = Em (to —tgl, donde tp es la duración del 
pulso estimulador justo-umbral. íEl argumento es exactamente el 
mismo que condujo a la fórmaila 111 (0) [213J%. De esta igualdad y 
de la fármula [13] para Gm (t) se obtiene l TLAT, ): 


to = Ep + ds e (Aé a) [ 23] 
To 7 

lgual que para la membrana uniformemente polarizada, toes una 

función creciente de tp que se aproxima asintóticamente «a la 

recta to = tp manteniéndose por encima de ella. El efecto del 


(1) ver ecvación 

26 coaaegj 
(2) Ver eevación 

CMEZIT 


tardo "es más significativó cuanto más” CÓrto sea .elSpuiso; 
ím to (tp) = ty - (Además, para pulsos .cortos respect E 


MPA 


¿to varía poco respecto de t ye ) 


A partir de [23Jobtenemos la siguiente expresión para la latencia 
en la aparición de un potencial de acción cuando .la fibra es 
estimulada por un pulso justo-umbral de duración tp: Eno 


A o CA — e” *pIm) 
EÉ-%) CA — e FM) 


Se ve que a medida que tp aumenta la latencia disminuye. Fara tp . 

“tendiendo a cero la latencia se aproxima su valor máximo tyue:.« La a e 
latencia resulta ser nuevamente una propiedad del sistema + 
electrodo-fibra y no solamente una propiedad de la cinetica local Ade E 
La membrana excitable.- a 


to(tp) — tp = 


Según vimos antes, para que Ay (to) = Aga Juego de aplicade un 
-pulso justo umbral, Ay (t) debía venir disminuyendo desde el 
final del pulso. Por ende, para cierfe instante tu comprendido 
entre O y tp. Axítu) = Ayu - Denominemos Á Esp = to- tu [24] a 
un nuevo tipa de retardo que corresponde «al que Fishman 
introdujo, en el caso de una membrana uniformemente polarizada, 
para desarrollar el modelo que revisamos en la parte (E) del 
capitulo 111. Frocediendo igual que en 111 (0), obtenemos: 
tu = — Te A09¿(A— Tb O) [253 

Tu 
Pera para un pulso rectanqular justo-umbral la ecuación [10] da 


- tt 

Ara Ay da) > TELE OA EP LA Ta] 
MO 

Luego de firmalizado el pulso estimulador se tiene: 


pl 2 E - (t— 
Pa (0 570 A E CT Ts a) e 


2, A 17, A 

Entonces Agy= Ay (to) = pe Fs CA — e P ce e € 1,4) rE2(b] 
o 

Poniendo to = tu +Atr. teniendo en cuenta que (Glg;,)= Yo Y 

eliminando e” Zr) de las fórmulas [262a],[26b] , obtenemos 

despues de varias Operaciones» 


Q ds 
Ju (tp) = A 
gb o (eta - A ) 


Esta expresión no es otra que la fórmila de Fishman para la curva 
intensidad-duración, pera ahora extendida al caso de una fibra 
estimulada mediante electrodos externos. En lugar de la constante 
lineal de membrana "Zap aparece el parámetro Ti que depende 
de la forma ya conocida de Amp y de A - La  reokase TRbo 
verifica la fórmula [20] y el retardo Ate = Tte - tuse puede 


n= 


calcular a partir de las ecuaciones [237] y [25] 


L 27] 


igual que en la sección 111 (0) en la que fundamenté el madelo de 
Fishman a partir de un modelo con una distribución continua de 
tiempos de retardo para el caso de una membrana uniformemente 
polarizada. obtenemos aquí un tiempo de retardo que na Es ya un 
parámetro ad-hoc sino una función bien definida de los parámetros 
del sistema. Esta función permite analizar Cómo varia Ate con la 
modificación de dichos parámetros (además,con la duración del 

pulso y con la amplitud del mismo) y permite, en  COmsecuencias 
walcrar la aproximación AT e constante que sería exigida por 


27 


Es 
el 


ina extensión ingenua de.la fórmula de* Fishmanrálrast 
fibra polarizada en forma espacialmente no uniforme 


“La principal limitación de esta extensión directa si 


con la naturaleza del retardo: éste, además “¿de 


* estrictamente constante al variar la duración del pulso, 
«parámetro que se presume dependiente solamente de la cinetid 


los canales de sodia como en el modelo de Fishman, sino “que 
depende también, a través de Tr y Tap. de la geometría del camp 
de corrientes estimuladoras y del radio de la fibra: el retard 
es entonces una propiedad del sistema electrodo-fibra considerado e 
como un todo. a. e EN 


Observemos que la expresión [207 para la reobase no Evintide y 
exactamente con la expresión TR = Vi At3 que obtuvimos en. 
am Fa 
el Capítulo Y. La diferencia se encuentra en la resistencia de la 
unidad de área de la membrana que se emplea-en cada una de esas 
fórmuas: en Trb,o aparece Fmo mientras que en Tab aparece Rm «La 
causa de esta diferencia se encuentra en que en la ecuación [IS] 
despreciamos la retroalimentación que la amplitud de modo Cs 
asociada a la variable de activación ejerce sobre la cinética de 
la amplitud de moda Ay asociada con el voltaje transmembrana. 


Esta retroalimentación aparece en el término des Ca de la ecuación 

[137 y si se la tiene en cuenta se obtiene una mueva expresión 
para la amplitud de corriente reobásica que coincide con la 
obtenida en el capitulo Y, como debe ser (puesto que la reobase 
invalucra duraciones de pulso maiy largas para las cuales el 
proceso de activación ya se ha completado). 


En efecto, si la variable de recuperación se mantiene congelada, 
la duración de pulso que corresponde a la amplitud recobásica eS 
infinita y en ese casa tendremos, al llegar al umbral como estado 
limite corres pendiente a tp tendiendo a infinito: 


a A E O 
2 Pa an 


o 
De aquí se desprende, despejando CquQ de la segunda ecuación y 
sustituyéndala en la primera, que 


a A a a O 
to 2 


Entonces, teniendo en cuenta la fórmula [4] se obtiene finalmente 
lb = Ys Aru como debe ser. 
Añm Fu 


En vista de este último resultada, la fármula li91 para la 
curva intensidad duración debe considerarse solamente Como una 
primera aproximación. Fara mejorarla debemos regresar a las 
ecuaciones lial y  [14b] y proceder de manera análoga 4. como 
analizamos el efecto de la retroalimentación de la variable de 
activación len la  etuación pera la velocidad de variación del 
voltaje tranemembranal sobre la dinámica del umbral para una 
membrana excitable tniformemente polarizada (Ver J11 (D) ). 


Si no despreciamos ya el termino AA C; las ecuaciones lila] y 
[12] pueden reescribirse asi2 


a 
dñAr 4d Air lt -2 Cs + An E 11H) 
T Ta Tu 


Tio, Do TAM e A CA E RA JA ZAS ARA 
a Em TA A ThHo Ez” “% E 

É vimos al obtener la ecuación [8] de esta seccién. Por otra 
“parte, de [31 y [4] se desprende que do = pe Ca 1), 


e A 


de modo que al 


Introduciendo la matriz Q= L+0j PEZ de coeficientes 


ju =-E [2317 0d -d >) [28L7, a 

das = Au [21 ) fa22 - Tr, C29] a bl E 

a así  COmo vector de las is de modo ute ya : E 
É vectores el C. th) dd ¿ 

E el, e es la p> : 


podemos escribir las ecuaciones de evolución para las amplitudes 
de modo de la siguiente forma compacta: 


e + 26 E E 108 [29] 


Una vez hecha esta, es posible trasladar sin más los resultados 
formales expuestos en 111 (D) al caso de una fibra estimulada por 
electrodos EXTernmaoaSs e Luega., los resultados deberán ser 
S reinterpretados y discutidos de acuerdo con el nuevo significado 

de los parámetros del sistema de ecuaciones de evolución y del 
' nuevo significado de las variables de estada. 


Si el sistema Ds a a de reposa en el instante t = O, 


tenemos e (+4) = de F, e (e a ) IM) El 


lgual que en e Dr. e tragudianaa los valores propios Aa Y Az 


de (« (en general distin tosl, se obtiene para las amplitudes e 
o moda las Ones lia 
Ett), (2-3)A 
Aa ttda OA) (6 1,)e 4 ¿127 
quan Ñ LC - Com Ade 7 Tide [3037 


EA 2 
Calla 321 Aa, re a E 
Ó 


o Cdr—-A2) 
Ñ En este caso, sí pes la traza y q es el determinante de 1 
matriz G tenemos: p= - (LL + ) [313], q= A cÉ£ + 4- Ad ) 
“to Tf a CES Za Tm Es12] 
- Evidentemente p es negativo. Como Y zz Luo y Vio es mayor 
40 


que una (es una en el limite para É tendiendo a infinita  -— 
límite de la despolarización uni Ian ls resulta que q €s positivo 
E siempre. Ademáz, P _4q=(f)22- Fea Y a 721 y como 942 Y 727 son 
ambos positivos (ver ecs. [281 y [28c1 , teniendo en  —cuemta 
que Tm es mayor que Tmo ), resulta que P*-49 es siempre 
positivo. a todo ésto se. «desprende que ambos valores a de 


la matriz Q, A43 ps 13 [322] ) Aa = pp a7 417 32b] 


_ son negativos y distintos entre sí, siendo laz | > Ade, 


introduzcamos los muevos tiempos de relajación asociados con los 
E valores propios: Tp A [3282] e ds ee L32b], siendo 
Ar] l Az | 


Entonces Ta < T , 


continuamos suponiendo que el estado tun as a pas EA 
Se «desencadena el potencial de acción se alcanza cuando po y 
ve primera Ci=C44 2 una historia de corriente justo-umbral 
caracteriza por verificar: 


> ¿ as Em += pea Y E 
A a alo a): 
Aqui, por definición, hemos puesto: Gm (1t) = 


ga e (2 - E) E 


— La función Gm (t) es negativa para t positivo, puesto que E es 


negativo, y ug un valor minimo absoluto en el instante ru 
E= CTA ). Entonces la carga umbral límite es Qu,o s TE 
á ( E Mg)? Sm e) 


eN E Luego We varias e is se cobtiene la expresión: 
: Quo = HAZ e O pg 

a - Año % 

Para la curva E e al se tiene: 


FP) VCD 4) 


E ps 
Zu btp) ] 
O Tab A ea) MA) cl 


Fara la reobase de corriente se obtiene la fórmula siguiente: 


s - . Fero se puede demostrar que 


la partir de Le = As da = 7 ? la fármula Ezib] y las 


Ta AS Em 

definiciones de Vy Y Y +. Teniendo encuenta que 4 == £ 
Año AH 

obtiene finalmente la expresión que habiamos - deducida 


previamente: Ippb= Vy Aru E35] 
du Es 


La constante de tiempo del sistema electrodo-fibra viene entonces 


Ml dada por la expresión: Tg = Quo = ae o, [367 
| : a E ES Lap nar CFE Zo 19) - 
E (Bque se utilizó nuevamente la relación == = 4) Finalmente 
¡ 2 
Vs 
ho) sustituyenda ts en lugar de tp en la fórmula [34] obtenemos una 


A fórmula para el parámetro 07, Con ésto completamos la deducción 
] de expresiones analiticas pera los parámetros Gglabales del 
umbral, teniendo en cuenta el proceso de activación en la 
E dinámica del unbral.- 


Ñ El retrato de las órbitas en el plano de fa 
L amplitudes de modo fx y C,] es enteramente an 
] descritimos en 111 (Dj) para Y y M- "Ma , con la ela que 
e este retrato de fases varía con An /f . Fera conserva las mismas 
bo propiedades cualitativas hasta que "m/£ alcanza su  valar 
critico. ñl  iqual que en el estudio del efecto del proceso de 
activación para una membrana uniformemente polarizada, es posible 


le modificar la condición de umbral utilizando la recta tangente a 
1> la separatriz umbral por el punta UU del modelo na lineal que se 
e formulá en la parte (€ de este capitulo. 


] Pero en este caso es conveniente analizar de entrada una 
situación en la que <e tiene en cuenta tanto el proceso de 
1 activación coma el procesa de recuperación de la membrana 
i excitable. Esta es lo que haremos en la parte (E? que sigue a 


OS 


Ty YY 


“De momento dejaremos pendiente el estudio detallado del 
términos de las- amplitudes de modo Az y Cy « asi 
“investigación de la influencia de los modos de orden superior: 


la” 


sobre la drnan+ss del umbral. A 


(E) Bases ara. una teoría analitica de tres factores de la 


excitación para fibras estimuladas por electrodos externos 


En esta: parte extendermos al caso de una fibra estimulada por 
electrodos extracelulares la aproximación analitica de tres 


factores de la excitación que construimos en 111 (E).- 


En el capítulo próximo veremos que, con algunas modificaciones, 
este Gnfoque puede también ser aplicado al estudio de la 
estimulación eléctrica de sincicios funcionales (como el 
miocardio o el músculo liso eléctricamente acoplado).- 


En la medida en que aproximaremos nuevamente la cinética en el 
conjunto de decaimiento mediante ecuaciones lineales de evolución 
para las correspondientes variables de estado e idealizaremos el 
conjunta umbral mediante un plano adecuadamente construido en el 
espacio tridimensional de .las variables de estado, este 
desarrollo puede verse como una extensión de far teorías clásicas 
de dos factores, que engloba por primera vez el efecto del procesa 
de activación de la membrana excitable mediante el usa de un 


tercer "factor" o variable de estada.-— 


Pero no se trata de una mera extensión de la teoria 
fenomencológicas, puesto que las variables de estado y los 


perámetros involucrados en las ecuaciones de evolución y en la 
condición de umbral se relacionan en forma precisa com la 
dinámica. no lineal de la membrana, com la geometría del campo de 
corrientes estimuladoras y com las propiedades geométricas y de 
conducción de la fibra. 


Esto puede hacerse de la forma más sencilla partiendo de la 
generalización de las ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo-Rattay que 
introduje en la parte (C) de este mismo capítulo: 


-£ I+É de [431 


o 


237 a 
3 = 204 7+ Ido V + Iza ó + panas PTA 7%. mn 004) +Am +A F£TIH [AE 


24: A LL 0 4) [1c1 


”" Tuw Yo 
Aquí —e = Á. es un tiempo de relajación característico de la 
pod 
variable de activación Y) mientras que a la es de la 
pe o 


variable de recuperación e. ásumirenas que Zo es generalmente de 


un orden numérico inferior a Timo y a su vez éste es de un orden 


numérico inferior a Ta. (Recuérdese que ler Tm = Ho . siendo Eh ] 
Ñ EÓ Ren ? 
la resistencia eléctrica de la iwmidad de área de la membrana de 
la fibra cuando se perturba el voltaje manteniendo las wariable= 
de activación y recuperación en sus valores de reposG, mientras 
que Rm es esa resistencia cuando la variable de activación se 
mantiene en equilitbria con el valtaje transmembrana: Ram Es Mayor 


Sl 


Efectuando el cambio de variable F = “(relativo a la longitud k 
¿del intervalo de influencia del electrodo sobre la fibra y: 
empleando como ansatz los desarrollos 


ye, Pez, Ca HIRE), 01/7)2 An HIP Ir); ZAR 


“<" obtenemos, a partir de [dal, [ibl y [ic] las siguientes 
ecuaciones no linesles de evolución para las amplitudes de modo: “ 


55 E (LAn- E, ) | [22] 
Tn Jar at 1 14m o En +23 Y »p? AG 


+ sra ie P Cs EN Inpgr A 4 Cr y AE E, 1/7?) a 


' pa 

e ABn_ de 2 Án — Br) 
' At "Ta (E dl ELA 
E Pero, recordando que Sd - Ea y que doy = Jo Clago | — 4) 


resorte E (do ATAN ZA conde Tn 


n = Ty 7 
eZ Ln ? A +n*A2Am 
7 
Desacoplando las amplitudes Ay » Ey y Ex correspondientes 


al moda uno para las tres variables de estado (v, uw Y 7 se 
desprende, de las ecuaciones [2]; 


AGA (LA 
SS C4) [321 


Ea AL -4d Ca - Br 4 200 Ti Arí 
=> AE E e) Ñ Tm 1 + 20 La aa 


42 Cra des Tara ACÁ 4 2 FT [31 


- 2812 £ (L A4-T) [3 cl 

Ñ At Tay y 

D . Estas ecuaciones nos servirán coma punto de partida. Pueden 

considerarse una especie de generalización de las ecuaciones del 

tipo de Econhoeffer-=wan der Pol, en el sentido que si se pone Ly 3 
4 70 sex qn si se considera Cq en equilibrio permanente con 

0 
Ax4 - dichas ecuaciones se reducen a una ecuación de Eonhoeffer— 
van der Fol en las variables Ág Y Eg. 


La diferencia en los tiempos de relajación correspondientes a las 
amplitudes de modo cuando el sistema evoluciona abandonado a Sí 
mismo —es decir¿ cuando. la corriente externa aplicada es nula- 
conduce a un comportamiento muy parecido al que describimos en 11 
(D), aunque con una diferencia importante: a traves del tiempo de 
relajación Tr la longitud del intervalo de influencia y la 
- constante. de espacia de la fibra alteran el retrata de las 
3 órbitas en el espacio de estados. En este sentido el parámetro Am 
] juega un ral fundamental, según hemos vista: posee un o 
critica tal que si do supera el conjunto amplificador se 
desvanece Y el sistema electrodo-Tibra en cuestión no puede 
Ttormar un potencial de acción propagado. Fera si Am es inferior 


4 


=e 


crítico (para lo cual generalmente basta con = 
suficiente el electrodo de la fibra), aparece un comjunta 
amplificador en el espacio de estados. junto Con un conjunti 
umbral cuya posición y extensión depende no sólo de las 
propiedades relacionadas con los canales iónicos sino también E 
los parámetros bioleléctricos y geométricos implicitos en 7/2 
* A medida que Ay disminuye, el conjunto umbral —que es cúna 


idealización de natwraleza esencialmente local en el espacio de. - 
las amplitudes de modo- se hace más extenso. 


ñ 


Supongamos que An es inferior a su valor crítico. Debido a las” 


diferencias en el orden mumérico entre Eso $ "Tmo y Lay y el 
¿conjunto umbral se puede representar mediante la superficie. 
construída como sique: congelamos Ex Y hallamos las amplitudes 
BaulBy4? Y Esq Bd? que corresponden al punto de equilibrio 
inestable del sistema dinámico reducido que así se obtiene. 


(El que viene regido por las ecuaciones [3a] y ([3b] con Ey 
constante. Ezxq debe encontrarse comprendida dentro del intervalo 
(Bxqas, E4k 1 para que exista semejante punto umbral, ver este 
mismo capítulo, parte (fl). 


A medida que Ey varia,el punto (CsqiBgi: Aga l[Eyda By ) recorre 
una curva en el espacio de las amplitudes de moda (curva que se 
encuentra contenida en el plano Cy = 4% As ).Estos puntos de 
equilibrio inestable de los sistemas Péducidos, paseen un valor 
propia positivo y el otro negativo. Com este último se encuentra 
ascciada una separatriz contenida en el correspondiente plana Ey = 
constante, que es la curva umbral del sistema reducida. fl 
descongelar Eyzg desaparecen los puntos de equilibrio de los 
sistemas reducidos.pero la superficie en el espacio de las 
amplitudes de modo formada pcr el conjunto de esas curvas umbral 
puede utilizarse como una buena representación del conjunta 
umbral pera el sistema tridimensional en las proximidades de la 
rama intermedia de la curva en « Que representa los 
puntos  (CqylEg)s AyuíBy1s By) en el espacio de las amplitudes 
de modo. 


Con el fin de construir una funcional de excitación para el 
sistema electrodo-fibra linealizaremos las ecuaciones de 
evolución en el conjunto de decaimiento, Cchteniendo el sistema 


siguiente: 2 
: AN TS a 
TES ES +3 4 ) ez [5] 


— 

Aqui (th es un vector columna cuyas componentes son la 
- nj > == t 0% + 

Att y BQiti, lg es el versor de componentes (0,1,0) y Q ES 


una matriz de 2 4 2 cuyas componentes vienen dadas por: 


A ES 
o 
HE > E ES 
pta E AA 
E AS 
$31 = 9 )32 = Tru Jo $33 =- AE 
— 
Integrando el sistema 157 se abtiene, si ¿ (0) e. 


27 e t Es 
pelo Am E, El e* Ss T 141) dE” >) Eg1 
Cm 


E AS 


CRY 


O 


O 


Ade a A) da, A, ¿son los valores propios de lam 
A (ceneralmente distintos dos_a dos), introducimos los - 
¿ de proyección TPa l JPa 1 3 igual que como lo hicimos: en 111 
“+ (E) (fórmilas 111(E)[52]', 111(E)[56] y 111(E)[5c])] ). Cuando An > 
es lo bastante pequeño, la matriz QA posee un valor propio real Ys 
“negativo (A4) y dos valores propios complejo-conjungados con 
parte real negativa ( Aa y Ay ).A medida que Am/L creces la parte. 


imaginaria de da y As disminuye hasta anularse, —Jluego de lo cual: 
Aa y “Az también son reales y negativos. Fera en todos los casos.” 
2. PA se encuentra próximo a Y m)y es mucho mayor que Mal y Dal debido 

a . la diferencia en el orden de magnitud entre los tiempos de 
relajación To) mo ) Cas 


A — continuación. aproximamos la variedad umbral por su plano 
E tangente en el punto de coordepadas (C4u410), Ag 10), 0). 
Representaremos por el vector yS a dicho punto, Y por Ma el 
versor normal al plano tangente*considerado,. que apunta hacia el 
hemiespacio que no-.contiene el origen. 

En — 

En ese caso Mie uh = u es la distancia del plano umbral al 
origen (o ses al estado de reposo de la fibra), de modo que la 
ecuación de la variedad umbral linealizada viene dada por _y 
a a o Tue y > A 1741 

El versor Mu se halla sim dificultad a partir de dos vectores 

, cuyas componentes se pueden calcular como funciones bien 

] definidas de los parámetros del sistema electrodo-fibra.- 


En primer lugar se pone By = 0 y se linealiza el sistema reducido 

resultante en terna al punto (Ca l0)s Asa 10) 3  fpunta de 

equilibrio inestable). .Se calcula uno de los vectores propios 

asociados com el valor propio negativo de la matriz del sistema 

linealizado (son todos ellos colineales) y se obtiene asi 
z y —e 

el primer vector pera la construcción de Mpy- 


En "segunda lugar se considera la rama intermedia de la curva en 

«| Curva que en este casa se encuentra contenida en el 

plano Ba = o Ca y se construye un vector cuya dirección es la de 

DD la recta tangente a la rama intermedia en el punto de coordenadas 
(E yga O), Bayt0?s 0) 


A — partir de las ecuaciones [3 Y] y de resultados obtenidos en las 

partes (Al y (€) de este capiítula, es posible calcular dicha 

dirección par medio de las fúrmulas 

LE (4 Until 3d) A 
Ns Ll Anlb)- 4, : 

a), ab A+ 201 au ld Lira ul0) As la do 

Con ésto podemos construir el segundo  vectar que estábamos 

buscando . El producta  vectcrial de ambas VeCtoOres. la 

normalización del vector resultante Y su eventual reorientación 

nos dan finalmente el versor (fix +. 


— —) 
Una vez hecha esta comstrucción,] asumimos aue si Muse f ES 
1 


inferior a up la evalución del estado de la fibra puede 
describirse por la ecuación [6d mientras que cuando EA = pu 
por primera vez, se alcanza el untiral y se genera un Epia A de 
cc el sistema habrá alcanzado asi una frontera de 


rompimienta. Entonces una historia de corriente aplicada, Que 
comienza en t = 0, es jueto-umberal siempre y Ccusrmdo 


a 


Esta condición de excitación puede formularse en terminos: de" 168 5 
yes "operadores de proyección Y» de los valores propios de la ER 


de la forma max 1 l DY 4 ) 
eto, q0>) [ 6. A Pe Lay 


En la ecuación anterior la función Go (tj) verifica, 
definición, la fórmula siguiente: 


Go +) = E E ($ os ho lr > 2% C2 ) 


Tm =A 


Teniendo en cuenta que la suma de los aia Ed quel a la 
matriz identidad se obtiene: 
./ j Go(0)= nm E, Tao Ea 


A —Efectuando un estudio similar al efectuado ps 111 (E) y teniendo 
“Cen cuenta ahora que FE, es negativo, se obtiene para Go (t) un 
comportamiento como el que sugiere la fig. A. 


) Presenta un mMménimo negativo en un instánte ta) que mide la 
duración del  procesco de activación de la membrana excitable 
polarizada en forma no uniforme por un pulso estimulador catédico 
corto e intenso aplicado a traves del electrodo externo. 
Posteriormente presenta un málimo positivo en un instante tm que 
mide la duración del proceso mediante el cual las membranas 
alcanzan un estado umbral cuando son estimuladas por un pulso 

- anódico corto e intenso. partir de Go (t) y Go (tm) se pueden 

hallar las cargas umbrales límite para la ECC y la EAA, 

respectivamente, en forma análoga a como se explicó en 111 (E) 

para el ¿Easo de la membrana uniformemente polarizada (para 

obtener o) y en 1 (Fi para relacionar Qu p con Qaí,o, 


- Si la polarización es marcadamente no unifarme, Go (tj decrece 
monátonamente hacia cera para los instantes posteriores a tm 
(pues dos valores propios Aa y »3 son reales) 


A medida que la polarización de la fibra se aproxima a la 
uniformidad espacial, se alcanza un valar de Anm/ L. por debajo 
- del cual de Y Az son complejos, En ese caso Ga (t) puede tender 
a cera cscilando una y Ctra vez alrededor del eje de los tiempos, 
coma se describió para la membrana uniformemente polarizada.— 


Frocediendo ahora coma en 111 (E) y utilizando los resultados 
obtenidos en 1 (Fiji pera expresar las curvas intensidad-duración 
asi como los parámetros globales del umbral en la ECC y en la EAA 
en términos de la funcional de excitación. podemos en principio 
hallar todas estas relaciones en función de los parámetros del 
sistema electrodo-fibra. Far el contrario el estudia de la ESC y 
la ECA no puede efectuarse en términos de las amplitudes del mado 
una desacopladas: es necesario involucrar al mencs una amplitud 
de moda adicional para el voltaje transmembrana para describir 
estos fenómenos. 


En la sección próxima diriciremos muestra «atención «a los 
problemas del umbral cuando la fibra es estimulada por electrodos 
fluidos O sistemas equivalentes,  —puesto que la mayoria de los 


pe experimentos clásicos han sido efectuados utilizando estos tipos 
de electrodos. Además la estimulación de elementos profundos del 
sistema nervioso central mediante sistemas de electrodos situados 

a en la superficie del cráneco puede sbordarse también desde = E 
punta de vista.- 


- O 
2) 
>) 
6 
3 
eS 
ss 


(F)JElectrodos fluidos Yo. sistemas de 7: 
relacionados. La reola de Lapicque Y Lauaier.. 
coseno de du BEois Reymond.: . Ñ 


bien una fibra larga estimulada mediante dos electrodos, -en 
de placas transversales a la fibra (Rushtonm, 1927). separádas 
entre sí por una distancia interpolar variable. Cuando la fibra 
no se encuentra curvada en el campo, en estos y otros 'CasQs, 


esencialmente equivalentes la función activante de “Rattay se 


anula, según vimos en el Capítulo 1Y y la estimulación se produce. 
entonces en relación con las condiciones de borde en los. extremos 
de la fibra o bajo las placas de electrodo, según el CASD-— 


En lo que sigue representaremos mediante 5 a la longitud de la 


«fibra oca la distancia interpolar  —(según corresponda) . y 


supondremos que las a de borde vienen dadas por las 


relaciones att o = (E, 1 ERRE Ky T (+) EJ de modo que 


una Vez cesado el on estimulador se reducen a condiciones de 
Neumann homogeEneas . En el Capitulo 1Y vimos que esto no tiene 
porqué ser siempre asi, en particular puede ser necesario 
recurrir a condiciones de borde de Robin. 


incluso, cuando un tronca dendriítico termina en un gran cuerpo 
de neurona, conviene introducir una condición de frontera de tipo 
cortocircuito en lugar de la condición de circuito abierta que 
vamos a utilizar en lo que sique (ver p.O. dack.¿« Noble y Tsien, 
1983,cap 4%. Fero las condiciones de Neumann (circuito abierto) 
permiten simplificar el tratamiento del problema del umbral sin 
implicar una idealización excesiva de la situación biológica 
considerada en €el cascade las terminaciones de las fibras 
musculares esqueléticas y de ciertos elementos del sistema 
Nervioso. 


Ai  iqual que en el Capitulo V, —supondremos que las variables de 
activación se encuentran relajadas al equilibrio con el voltaje 
transmembrana y que las variables de recuperación se encuentran 
congeladas en sus valores de reposo. En ese casa la evolución del 
campo Y (t¿x) se puede describir mediante la ecuación de Naguma: 


pe 2 3? 
LE da? 
a la que se deberán añadir A condiciones en la frontera [11 y 


una condición inicial para Y (tax). 


Cuando las condiciones de borde san homogéneas (es decir, cuando 
na hay pulsa aplicada) las únicas soluciones estacionarias 
estables de la ecuación de Naguno son las soluciones constantes 
wo = 0D y vw == Ve (La solución estacionaria Y =_ u y otras 
soluciones estacionarias que pueden existir. todas cor v 
positivo, som inestables. Vera p.O. BErittom, 17986, Cape 4 ).- 

Fera cuando el sistema está siendo atravesado por un pulso de 
corriente  estimuladora, el extrema caestádico se  despolariza 
mientras el extrema  anódica se hiperpalariza. si esta 
polarización es lo bastante pequeña y se produce debida a un 
campo externa constante cuya componente paralela a la fibra es En 


e Ky,o la. la ecuación [2 4 se puede aproximar por la ecuación ' 

lineal del cable Tmdd4 Ve Am” A FA] sometida a > 

condiciones de contorno constantes II) = + 27 (t,5) =- 
IX 


o 


HS Emo [51 - 


En este casoz Cuando el tiempo tiende <a > Lar. el perfil pa 


e oÑEaRE tiende a la solución estacionaria de Pa q Es 7 > que 
“(Chan y Nicholson, 1986) «y (x) = Am Eno ES 3504 -2)]. 


A E —Ó Y 22m] E6 7 


E Según esta solución, la despolarización que sufre la membrana de 
nn - la fibra en su extremo catódico (x = 0) es Y (0) = Am Eno ES 


La hiperpolarización en el extremo anódico es Y (s) = - Y (0) he 
Cuando s es pequeño respecto de Am W (0) crece como Ey o S/3 «pero 
Es Cuando s es grande respecto de Am, mW ro) tiende a Am Ego que 


es independiente de s. 


La despolarización de la membrana excitable de la fibra es máxima 
E en el extremo catódico, en donde vale V(0). A medida que s crece 
E a partir de cero. YvV(0) crece tendiendo al valor constante Am Ey O * 


Cuando s es a lo sumo del orden de Am « la polarización de la 
ES membrana es significativa en toda la extensión de la fibra, 
i exceptuando un intervalo central. 


Pero cuando ses maicho mayor que Am A la polarización de la 
membrana excitable es significativa solamente en dos intervalos, 
situados, una en el extremo catádico y el otra en el extremo 
anádica de la fibra. Las longitudes de estos intervalos son del 
mismo orden numérico que la constante de espacio. 


Cuando el campo es lo bastante intenso la ecuación del cable 
lineal deja de ser aplicable y es necesario recurrir a una 
ecuación no lineal, como la de Nagumo, para describir la 
polarización de la membrana.» Na obstante algunas veces se 
extrapalan los resultados de la ecuación del  cabie lineal_ al 
dominio no lineal, asumiendo que cuando la despolarización "V(0D) 
alcanza un valor crítico VU x se produce la excitación. Como V(x) 
se establece asintóticamente y progresivamente, partiendo del 


estado de repaso, MT(0) = Vo se alcanzaría en condiciones 
5 O reobásicas (pera un pulso de duración infinita y amplitud  justo- 
Ñ umbral). Teniendo en cuenta que Ego = Kj lo, de ésto y de la 


] fármula (7] se desprende una fórmula aproximada para la reobase 
a Tel = (VA Am Kp x EgALS/14m1 ) ES] 
Si se supone que (M4, es independiente de s, esta recbase se 
comporta como la inversa de la función toh (3/44) a lo que a una 
variación de s se refiere. Cuando s tiende a CErO,. Tleb pl 2 Va 
. Kn Ss 
Fer a medida QUe S Crece, Trb disminuye.  —Cuanda = tiende a 
infinito, la recbase se aproxima a Vu /Am Kn - Este comportamiento 
en lo que a S se refiere coincide bastante bien com el que =e 
cbeerva experimentalmente (Rushton, 17277 —Rushton, 19343 Hill 
¿E 1936 (ali Katz 193%), 


i se aplica un escalón de corriente cuya A ES Mayor que 
a recobásica, para cierto instante tp cabe esperar que se 
verifique y (tp,0) =V4 . Naturalmente, Cuanto mayor sea la 
amplitud de la corriente antes se alcanzará el valor Y y en el 
Extremo catádicO. 


Para obtener una versión aproximada de la curva intensidad 


ds 
E 


a o 2 


ecesario Tresolver dicha ecuación con la condición “inicial 
> 6, x)- para X comprendido entre Ó y Ss, añadiendo las condiciones 


«métodos: el de separación de variables (Gustafson, 1982) y el 
“método de las imágenes (que para el caso de la teoría del cable 
aparece expuesto en el cap. 4 de Jack, Noble y Tsien, 1983). Pero 
si se insiste en asumir que la condición umbral es Y (tp,0) = Ult, 


resulta que la relación entre la amplitud umbral y la duración de 
la corriente estimiladora que entonces se obtiene, no verifica la 


ley de la carga umbral límite finita, contra lo que sugieren los 
resultados experimentales. A 


o En efecto, la fibra de longitud S sometida a condiciones de 
“circuito abierto en sus extremos, ca la porción de fibra de 


“longitud S comprendida entre dos placas de electrodo», pueden 
sustituirse por una fibra infinita cuya función de activación 
consiste en dos distribuciones delta de Dirac. proporcionales a 
la corriente aplicada pero con coeficientes escalares iguales y 
opuestos .- 


Una de esas des distribuciones se centra en x= (, la otra en 
*»*»+-= ss. Ahora bien, si se introduce bruscamente una carga total 
finita, en forma de una distribución delta de Dirac en el tiempos 
el voltaje inicial en == 0 es infinito siempre, de moda que por 
pequeña QUe sea esa Carga, el valor umbral vu va a ser superado 
siempre en el instante inicial. Como consecuencia la hipótesis 
de que el umbral se alcanza toda vez que el voltaje en el extremo 
catédicoa se hace igual a un valor crítico no resulta admisible, 
pese a que en el. caso de la reobase no da resultados que 
contradigan los resultados de los experimentos clásicos sobre la 
“relación entre Ib y S- 


Para aclarar esta situación debemos estudiar el problema del 
umbral teniendo en cuenta los fenómenos no lineales que se 
encuentran en la base del comportemiento de la curva intensidad 
duración para las fibras estimuladas por electrodos fluidos 0 
sistemas equivalentes.-— 


Durante una ECC, sea cual sea la longitud de la fibra 0 la 
distancia interpolar, el potencial de acción (en caso de que se 
produzcal aparece en el extrema catódico, en un intervalo en el 
que la despolarización de la membrana supera en cada punto el 
umbral para la despolarización unifoarme.- 


Si describimos la excitación mediante la ecuación de  Nagumo, 
podemos establecer la siguiente caracterización de los estados de 
polarización umbral. 


Consideremos una fitra de longitud s O bien un trama de fibra de 
longitud s situado entre placas de electrodo. Imaginemas una 
fibra o un trama virtual con las mismas características, 
simétricamente dispuesto respecta del primero, en torno al punto 
x = O, de moda que su polarización sea en cada instante la 
imagen especular, respecto de x = (0, de la polarización que se 
produce en la fibra o en el trama real (fig 10%. 


Supongamos que en un cierto instante tp, el perfil de 
palarización en la fibra rea ez vr (Ep,x> para XxX comprendido entre 


os 
a 


a solución Ar (tyx) puede obtenerse sin dificultad por dos” 


, 


4 lA 


ys. En.un cierto punto.“ el voltaje “ttransmembFe IESO AUT pS 
bará pc comprendido entre 0y >*e la membranas “se Encuehtes: 

despolarizada, mientras que para *% comprendido entre. o Ss 
“encuentra hiperpolarizada. En la fibra virtual" se: habrá. 
“establecido un perfil complementario Vx (tp) que se anula. para > 
- 4 ==*Xo y que para x= comprendido entre — syo0O verificaz 


Ve (tfpax) = Y (tp — »xde 


y de “Consideremos ahora las soluciones estacionarias del problema ds 
i de eo 
a 470 a +3" ca 3 (91 con las condiciones de borde 24 IEA 


ES que, dependiendo de %edicho problema posee una solución 
(la trivial VíxlzO . cuando O<Xo< oc ). dos soluciones 
ísi Yo =%c ) y tres soluciones (si 22>*%e ) (Ver V (A) ). 


Cuando Ye es inferior al valor crítico *Yc y la solución 
trivial atrae a todas las soluciones del problema de Dirichlet 
Z correspondiente a la ecuación de Nagumo. Cuando Ag es mayor que Mo, 
: además de la solución trivial tenemos dos nuevas soluciones * 
7 ' estacionarias ar, ( x ) y (=)d. inestable Y estable 
respectivamente. : 


30 La idea crucial es ahora comparar el perfil aw (Ep, x) con la 
solución inestable Ar (x%) en el intervalo (0, Yo ) una vez cesado 
el pulso estimulador. Si Xy es inferior a og « na existe 

Vu kz) y en ese caso la fibra na podrí ser excitada por el campo 
externo. Si *Xo es superior a oc 
y arí(tp,x) > Vylx) para cada 26€ fo, Xo) , se generará la onda 
de saturación que corresponde en este caso al potencial de 
acción, mientras que si 4 (tp,x) < Wulx) para cada XELO,Lo) la 
excitación fracasará y el voltaje transmembrana retornará al 
estado de repasa. 


Fara cada Xo superior al crítico es posible construir una 
solución estacionaria ines table Uy (x). A medida que Ss aumenta, gp 
aumenta — "a su vez Y Va (2) se aproxima a la solución 


estacionaria positiva introducida por D. Nable como perfil umbral 
pera una fibra infinita estimulada mediante un microelectrodo 
pS interno (ver fig. 11 y Y (A) ).- 


= O A medida que y decrece, Vu (94)= A aumenta desde p0 que 
z carresponde a My = + eo hasta Am que corresponde 
a *Xoz=z Xo¿C (Este comportamiento se desprende del diagrama 


de bifurcaciones y estabilidad introducido en Y (A)). 


Como consecuencia la despolarización umbral en el extrema 
catódico de la fibra no es una constante, sina que es una función 
de Xo Cuando De disminuye desde infinito hasta su valor 
critico oe y la despolarización umbral y = Du (o) aumenta 


desde po hasta eee . 


¿Es positle llevar a cabo un análisis modal del tipo que 
desarrollamos en el Capítulo Y, es decir, identificar un moda que 
se desestabiliza en la ECC y arrastra tras de si a los demás? 


Si la distancia s es grande respecto de la constante de espacia 
de la fibra. no cabe esperar que ésto se pueda hacer a sea Cual 
sea la duración de los pulsos estimuladores. Si $ es del orden de 

Am Y los pulsos na son demasiado breves, cabe esperar que 
el análisis modal pueda suministrar resultados interesentes, er 
perticular relativos al valor crítico de *¿g y a la variación de 


“la méiituo uE modo umbral para el modo dobinagto en función 


- después de finalizado el pulso, la polarización de la membraná ;s; 
cencuentra muy concentrada en los extremos catédico y. anódicoy 


Pero si el pulso estimulador es lo bastante breve, durant 
también breve intervalo de tiempo que comienza inmediatamente 


ocupando intervalos espaciales cortos respecto de Am + por 
cual no cabe esperar que el tipo de análisis modal que efectuamos 
hasta este momento resulte exitoso. (En principio, siempre puede ' 
ser efectuado un análisis modal no lineal .involucrando un número 
lo suficientemente grande de modos, que se transfieren entre sí 
la excitación provocada por la perturbación inicial, pero con ' 
ésto se pierde en buena medida la simplicidad analítica que 
habíamos logrado hasta el momento) .- 


Es ' posible evitar las dificultades mencionadas * previamente 
obteniendo expresiones analíticas relativamente simples ¡para los 
parámetros globales del umbral Irb Y Qu,¿o, procediendo'como se 
establece a continuación .- 


; ) % z : a 
En primer lugar, se'“construye una aproximación a la. solución 
estacionaria inestable, VW, (%)- 


Para ella se linealiza por sectores la ecuación no lineal 19] 
tomando como referencia la abscisa Mu para la cual TU(x) se 
hace igual al umbral uniforme de membrana 4. Este procedimiento 
es una extensión del metoda empleado por D. Noble (Jack, Noble. y 
Tsiem. 1983, cap 12) para construir la solución estacionaria 
umbral para una fibra infinita despolarizada por un 
microelectrodo interno (La expresión que en el casa de la 
estimulación por electrodos externos corresponde a dicha solución 
se desprende como un Casa límite de la expresión que Vamos a 
obtener a continuación). Cuando 2 se encuentra comprendida entre. 

Xu y *Yo A» ASUMO QUE At yo 4, v [10] cuya solución general 


E A -Y 2 A 
es Uyulxm) Ae "BE 11] 


Esto es equivalente a haber linealizado la ecuación 191 en 
torno al punto de reposo V=Od. Luego, para x comprendido entre 
DO y XQ y linmealizamos la ecuación [9] en torno_al punto de 
equilibria Vx=qu, de la siguiente forma. Sea po= WulO) . 


Sustituyamos La por la siguiente aproximación lineal: 


“DES Pop) CAU) 112] 


en torna al punto Y =4 (que Es _ Un punto de equilibrico hiperbólico 
en el plano de fases (A EA ) según vimos previamente en el 
Capitulo Y, parte (Aj ). 

AQui pp) es une función que se especifica posteriormente. 


Entonces: z e - EZ ) nu) [13] 


La solución Lp de er última ecuación es 
Y 
Pulade 4 + O catar) + D At ER 407/A) 144] 
Teniendo en cuenta las siquientes condiciones en los extremos de 
los intervalos [0, An] y [YXu) Ao] a saber: 


PO ANO ll, lA), lO. 


e e 


es posible determinar las constantes zx Ba Uy Dí, asi coma los 
par iS y Ay en función de xo, U y Al 


ido está comprendido entre 0 y Xu se obtienes 


Drlalx 4 PES cat JE : A] 


- ¿de, 


Pero si x se encuentra entre y y o tenemos: 


Dula)l a 7 Sen A (7 AS 
SenÁ, (e Zo YE E 


Por su parte YXyx= 20 04m, mientras que? a 
ud p=ult+ ei cotgh (24) ] e 


La. reobase para la ECC puede hallarse entonces * recordando que 
Ey =Ky T(t) y teniendo en cuenta que EF p,pb = ¿ou (5). En 
ese caso se obtiene paras= 29%, ampliando el” dominio de 
validez de la fórmula [16] al intervalo (o, S 7 


A 


: e o PU: AA EAT A ARES 
Tm) = A [cosh [Zu DAA) AE 


EA Tal 


Teniendo en cuenta que p= Va fo) y eliminando u entre: 1487 y 
1497 , resulta (con xo ="s/2): 


Er e A 
Tg)b= An K + Su cota (e2)] [eos se )x o - Sen ¡e [20] 


Esta a o ee Bara la e ó NS no lineal, a 

expresión [3] que obtuvimos para una membrana lineal oia 
N(D0)= Vx coma condición adohoc de umbral. (Se ve que si Ya 

tiende a ceros la ecuación [20] se reduce a la [8] si se pone 
Vu (0 =MV , como cabía esperar). 


Además, la expresión para la reobase correspondiente a la ECC que 
obtuvimos se puede utilizar no importa cuán grande sea la 
distancia. s respecto de la constante de espacio de la fibra. 


Es posible estimar ahora la carga umbral límite, en forma 
aproximada, procediendo de la siguiente forman inspirada en el 
use de la longitud límite de Rueshton y la teoria del cable lineal 
efectuada por Fozzard y Schoemberg (192/2) y por Jack, Noble y 
Ffsien (198%, cap. 11). 


Comencemos a partir de la ecuación del cable lineal y tomemos la 
transformada de Laplace respecto dei tiempo con lo cual cbtenemos 


la ecuación: AA ta, LS (ATA A la, a 
a a 2241 


(aquí Alxr,s) es la transformada de Y del d. 

Consideremos en primer lugar una fibra semi-infinita sometida «a 

la condición de borde AV (E,0) =- Ku T «t) y extendida sobre 
IX 

el semieje * positivo. áplicando la transfarmada de Laplace a la 


ndición 3 sz Obtenemos» ó — 
condición de korde, 0 mo pa ES, 6) Kg TL) E22] 


Resolviendo la ecuación (241 con la condición [22] en x= 0 y 
e L= + . a A CE SLs 1 
la restricción AS % lx, Fla O > se obtiene 


Ry VAS e 
E a 2 ía 
Alai la MIE Am 


1231 
Va + Tm 3 


Licamos un +pulso deltiforme de corriente: En el net T 
z (ts) = Ga (que es “Ja Carga total suministrada Y poro: 
uleo) . Teniendo esto en cuenta o opnando [237 "se 


tenso de Am K (0- 2 .eX (5) — 41H Y — Alí) >] 
TAC E Tu AN ALEA) 


¿producido por una carga introducida bruscamente a traves de -un 
microelectrodo intracelular, fue realizado por Noble y Stein 
(1966) 2. 


Para tratar el caso de una fibra de longitud s en un campo 
externo debido aun electrodo fluído, o el caso de una fibra 
larga sobre la que se colocan dos placas de electrodo separadas 


por una distancia s, a la condición en x = O debemos añadir la 
nueva condición de borde 2v (4,5) = e Ky TI 14) 
: Ir 


En este caso es posible aprovechar la linealidad 
de la ecuación del cable que estamos utilizando, para superponer 
soluciones, obteniendo asi la siguiente expresión aproximada para 
el voltaje ia en el intervalo (0,5) : 


2 
E IT 


Ta VIE 
quí hemos puesto Ta (Elm y y F= 5/4.) ye el Ei de 


simplificar la expresión resultante. 


Observemos que, como debe ser, el voltaje transmembrana se anula 
permanentemente en el punto medica Y: (Fero la [25] debe 


: . - A 
completarse con las imágenes sucesivas de los terminos fuente 


para dar la solución exacta). 


6 partir - del instante inicial, Lun onda de despolarización 
originada en $ = Ó y una onda simétrica de hiperpolarización 
criginada en E =8 ) avanzan uma hacia la otra y se atenóúan a 


medida que tranecurre el tiempo, hasta desvanecerse por completo. 


Una farma aproximada de determiner la carga umbral límite 
consiste en establecer que un puleo en forma de delta de Dirac es 
justo-umbral cuando el máximo de AY (7F). a medida que 
transcurre el tiempo Z . en un punta fijo Fo « 6s igual a un 
cierta valor untral del voltaje transmembrana. Esta es la idea 
que Fozzard y Schoemtberg (17972) y dack, Noble y Tsien (19283, 
cap. 11) aplicaron para obtener una aproximación a la curva 
intensidad duración en el caso de una fibra estimulada par un 
microelectrodo intracelular tomaron coma punto fija una  CuYya 
distancia al microelectrodo era igual a la longitud limite de 
Rushtonr y tomaran como valor critico del voltaje transmembrana en 
ese punto al umbral de membrana para la despolarización uniforme, 
es decira uu» Esta equivale a suponer que se alcanza un estada 
umbral de despolarización de la fibra toda Vez que en un 
intervala de ldongitud igual a la de Rushton el voltaje 
transmembrana ha superado el untral uniforme de membrana» 


En el casco: que estamos considerando, Ja longitud límite de 
Ruehton es el valor limite de "y cuanda o tiende a +02 (0 se 
cuendo 5 tiende a -+*o dl. Perosios es finita, Yo] S/Z lo es 
también y en ese caso ty no coincide con Au y +0 Y). De todo 


(1) Cota, 400 EE Aa ay ) 


A 


ñ 5 


ARE 


E 27, a 


(Un cálculo análogo, pero para el perfil de voltaje transmembrana 


DG HAL ter 


¿E -MOdoS. para cada. Ss “tenemos a longitud” iaite zu ta ue -el 


“perfil ¡estacionario umbral se “encuentra por encima de ti. cuando » 
está comprendida entre O y »u. Supengames entonces que si 
máx uE.) y = u : 
E>O el pulso aplicado fuede considerarse como stoner 
(Aqui eS = la 
M 
Ñ Si s no es demasiado pequeña, podemos calcular el máximo de VIT E,) 
como si la distancia € fuera infinita. En ese caso se. obtiene 
que el máximo se alcanza para un instante Ek que verifica Foz AT AA 
Teniendo esto en cuenta y sustituyendo Ti Val A+ ER = A >) en la 
ecuación al Ta, Fu)= YU se obtiene, : teniendo en cuenta además 
que en este caso Bo = Qdozu y despues de algunas operaciones 


e - ATu Vre EY , > ] 
Roa MI Ko Iv SE "A 2 Al ] 126] 


Esta es la expresión aproximada para la carga umbral límite en el 
caso de la estimulación mediante electrodos fluídos o sistemas de 
estimulación equivalentes. 


La constante de tiempo del sistema electrodo-fibra para la ECC 
vendría dada entonces, a partir de las fórmulas [19] y (261 .por 
la siguiente ecuación: 


e A 
o e Ryo - Tm TE liz -4 [cof . TAL — fená 
Lab 2.6 :ApA dl ds An [27] 

Coma. Qc,u depende de s solamente «a través de xu y xu varía poco 

á con Ss. resulta que la reobase Y la constante de tiempo (o la 
cronexia. que es aproximadamente proporcional a ts) deben variar 
en sentido inverso al variar s: cuando una «aumenta, la Otra 

d disminuye y viceversa. Esto explica la vieja regla empirica de 
Lapicque y Laugier (1921) sobre el efecto de una variación en la 
distancia interpalar s, que hasta ahora permanecía inexplicada:s 


Cuando  =s aumenta, la reobase para la ECC disminuye mientras que 
la cronsaia O la constante de tiempo aumentan, de acuerdo con las 
expresiones (19%) y [271 . 


A : Y 
Por último, cbservese que tanto la reobase como la carga umbral 
limite (y de hecho las amplitudes umbral correspondientes a 


Q co pulsos caetóédicos de diferentes duraciones) son inversamente 
proporcionales a Kp +». Fero Ep 1) (tj = Eg es la proyección del 
campo externo en dirección de la fibra, de modo que Ki ES 


proporcional al coseno del ángulo entre el campo externo y la 
fibras. For tanto los umbrales son inversamente proporcionales a 
dicho coseno: cbktenemos de pasa una justificación para la bien 
concacida ley del cosena de du Bois-—Reymond  (Bernhardt, 197%). 
íLa primer deducción de dicha ley se debe a Ruehton (1927).) 


En. cuanta «la relación entre Xu yXo (0 Si, que en última 
instancia determina la función pp) que utilizamos al linealizar 
la ecuación estacionaria del cable no lineal para 4 comprendida 
entre uu Y p=VUlO) £ se puede obtener numéricamente 
empleando téchicas de cómputo especiales para bifurcaciones (coma 
las que presenta Seydel (172821 1 O bien mediante una aproximación 
analitica basada en los métodos de la mecánica no lineal (puesto 
que interpretando 4 como un desplazamiento y x como un tiempo, la 
ecuación del cable no lineal estacionario corresponde «A la 
ecuación de un oscilador mecánico no lineal en un campa de 
potencial.-i 


44 


A 


) 


sE 2. da E e 


e Ponemos d a le E a partir de o 
a obtenemos 20 (dr) + F(5) -= e. 


A Pero cuando x = Dz Vv(D) =M y E An (pla e, de modo que QC) = FE de 


Teniendo via 7 cad en nta e A huevenente obtenemos: 


A EA pel 


A partir de [28] se tiene: 


| FP ALF go 
AT JA [ 
o lara E Mera y Ep ps f VEY0—=F1F) el 


de moda que 


c3o1 
o (M1— ru (p)= ¡"E 30 


En el caso particular del polinomio cúbico que aproxima la 
densidad de corriente iónica a traves de la membrana, la integral 
128] <e reduce a funciones elípticas (ver Jack, Noble y Tsien, 
1983, cap 12). Ferca para nuestro propósito actual es suficiente 
proceder como se indica a continuacióna En el caso de la e 
ES0] desarrolla F (vi en serie de Taylor hasta el orden doSs. 
torno al origen, teniendo en cuenta que F (0) == (5 GEN) Of) 


Y EF to) = 8 loh=-4. Sustituyendo en [30] la aproximación 
Ze 


osculante así obtenida e integrando se desprende que: 


(a)- rnlp las Am A [n= A Am arce == + 
Ao p)- Yu ly la Am Je Very) it + /= m ná ra ls dl a 
Esta fórmula <e verifica pS PP mayor que o o. Luanda 


tiende a Mo +. como F(p,) = L* "Llanddw = A, resulta que Xo q tul p) 


tiende a infinito como debia SEN. — 


Consideremos ahora la integral [29] que nos da una especie de 
coeneralización de la longitud limite de Rushton. 


Para calcularla en forma aproximada puede emplearse una fórmula 
que permite hallar el periodo de un oscilador na lineal 
conservativo con característica antisimétrica en torno a la 
posición de reposa (que en este casa seria Vou) (ver Yavorski Y 
Detlaf, 197%, Cap. 62% paqe 140).- 


En este caso la caracteristica correspondiente no e 

antisimétricar pera podemos aplicar la fórmula mencionada para 

calcular la longitud Av (p)y que corresponde en el caso de la 

ecuación del cable a una cuarta parte del período de un cscilador 

equivalente ai trama de la órbita que gira en torno alpunto de 
A= ou en el plano de las tases(W, ED 


n 


equilibrio vv 


z £ 
Gbtenemos entonces Ap 12 E u) IATA [321 
(v-—uy) VU 
en TY fu 


siempre cor mayor O iqual a A0 taunque esta fórmula en 
principia se puede aplicar siempre que Pa sea mayor que 1). 
Teniendo en cuenta que f fvl = — Y + by CA = —- cy ía4 — u)(w-—v) 
se obtiene despues de algunas Operaciones: 

Yulp)a Xx 


QVculve-u) A+ (Ye-24)5(u4-u) 5, ,(U-—ul” 133] 
| ES 7 lan 


mos 


ES Entonces, teniendo en cuenta la fórmula [17] , resulta que la 


función Eta qse buscábamos viene dada por la siguiente 
P : 
es 


fórmula, ] 
(Ve-20 5 lgu) 5 (uu)? 
ul UyÉ. e FEA 


No eveuds más que de los parámetros locales de membrana b y c la 
traves de u y ode Ye). y por supuesto del valor de AM = Cu (0) 
considerado. Nuevamente encontramos una multiplicidad de estados 
umbral, cada: uno con su propia longitud límite Xu, dependiendo en 
este caso. de la distancia xo (o Ss py interpretada Ya sea como 
distancia interpolar, Ya sea como longitud de la fibra excitable 
misma). (Eliminando a cp) «de [31] y £33l] se obtiene una 
relación directa entre M' y Yo . De [33] y de esta relación se 
obtiene a su vez una relación entre Xp Y "y dE 


Para estudiar la EMBA sería necesario ampliar el análisis 
presentado en esta sección de modo de involucrar el efecto de los 
procesos de acomodación de la membrana. Asimismo, debe extenderse 
para tener en cuenta el efecto del proceso de activación de los 
canales ¡iénicos. Todo esto perece difícil de realizar sin 
recurrir en alguna etapa del desarrollo a un análisis modal no 
lineal. Esta última técnica mantiene su simplicidad solamente si 
<s na es grande respecto de Ama 


El empleo de la ecuación del cable lineal junta con una condición 
de umbral apropiada para el perfil del voltaje transmembrana 
puede Verse Como una aplicación del metodo de los sistemas 
rompientes, ahora fuera del marco constituido por el. análisis 
modal. Fese a su simplicidad, con este método pudimos obtener 
expresiones analíticas para las variables olobales del umbral que 
al parecer están de acuerdo con los resultados experimentales 
disponibles sobre el  efecta de la variación de S« pudimos 
explicar (por primera vezd la regla de Lapicque y Laugier acerca 
del efecto inversa de la modificación en la distancia interpolar 
sobre la reobase Y sobre la cronmaxia y dedujimoas la ley del 
coseña de du Eois-Reymond . : 


Faltaería estudiar el efecto del redioa de la fibra sobre el 
umbral. Fuesto que no es uno de los objetivos principales de esta 
membria el estudia de la interacción entre las fibra Y los 
electrodos fluidos o sistemas equivalentes,  —abandaonamos en este 
punta ESE Tema, no sin antes señalar que el método de 
aproximación desarrallado en esta sección puede aplicarse también 
alo casa en el que la estimileación es tripolar -= «€ más en general 
multipolar—- producida par placas de electrada dispuestas 


«hiransversalmente a la fibra ía por =lectrodos puntuales apoyados 


contra la superficie externa de la fibra, en condiciones en las 
que Cabe esperar que la corriente eléctrica fiuya 
fundamentalmente en dirección paralela a la fibra blanca de la 
estimulación).- 


de 
¿ 
E 
uu 
El 
E 
A 
AN 
E 
ES 


SE IN ARA O e ARA DA EOS EN 


AOS 


3 La 


Erg 2 
'Á 


AECA, B,) ( Ba = constante ) 


Tar mn 
PAS ERIN 


e 
 ¿mptilicado 
A 


A 
i (Se ha reritdtado fa rama gd 

E 3 interm edia te fa corva ; y e) 2? 

¿ A,=0 Y Se ¡nolicanm Aor ¿ y 
vatores* B e 


a y Bb extrermos.) 
B á (RA (E 


Con ¡unto de decaimiento) 

corva umbral Con ¡unto 

lr Life caco ES 

a de ed método ode 

fos iirtemas rompientes 
As ESñ tines ta ación! en torno 


at pun Eo de re poro'R. 


Asr=0 


e ( yepetn “y cur yo, 51 7 


y*-9 A 


poparara? 


Ps 


Pre ap 


AN Ly S 


5 e. 


¿ope 20d 27 días 
E e un[ uo 


2 p % 097 yuqua 
are veoe So Joboad (0) 

mba A A bs 
OIAPUOID EGSA pojuad 69) 


Pena Prey 


92 


bar 


WN 


qa pepa ares 


7 


CAPITULO VINE — BASES PARA UNA 
TEORIA ANALITICA DE-LA 
EXCITACION Y PROPAGACTON DEL 
SINCICIOS FUNCIONALES 


<a) La teoría de bidominios y los modelos de campo 


estudio de 1 excitación y la propagación en 
íuncionales 


El modelo de cable unidimensional no lineal que hemos considerado 
hasta este momento puede aplicarse al estudio de la dinámica del 
umbral en fibras nerviosas y musculares esqueléticas debido a la 
relativa independencia eléctrica que cada una de estas fibras - 
presenta respecto del tejido que la rodea. Fero si el tejido 
estimulado es miocardio o músculo liso del tipo que forma un 
sincicio funcional, las conexiones eléctricas entre celulas 
adyacentes suelen ser lo suficientemente fuertes como para que 
esa relativa independencia se pierda definitivamente. 


En este caso las membranas de células adyacentes entran en 
estrecho contacta en varios puntos, compartiendo canales ¡iónicos 
de gran diámetra (conexones) que relacionan entre sí en forma 
directa los espacios intracelulares de células vecinas 
(Loewenstein, enfnáreo1i, Hoffman, Fanestil y Schultz (eds) 1986, 
cap 20). 


Y 
A traves de estos canales pueden fluir de una célula a otra iones 
y pequeñas moléculas (PM<1400) de mado que el acoplamiento 
directo es na sélo elettrico sino tambien metabólico.- 


Mientras que un potencial de acción que se propaga por una fibra 
nerviosa influye sobre el potencial transmembrana de las fibras 
adyacentes pera por si mismo nc las excita, la despolarización de 
una célula de un sincicio electrico se propaga a las celulas 
vecinas de mcdo tal que si se genera un potencial de acción, 
éste tiende a transmitirse par toda la masa celular que se 
encuentra eléctricamente acoplada. Un análisis detallado de este 
Proceso, célula par célula, conexión por conexión, membrana por 
membrana. en el contexto de una teoría Tfisicomatemática que 
tuviera en cuenta todos los detalles estructurales seria 
impracticable par su complejidad.- 


Fara superar esta dificultad, se han introducido dos tipos 
principales de aproximación teórica al estudio de la excitación y 
la propagación del potencial de acción en sincicios funcionales: 
los modelos de autómatas y los modelos de bidominio. 


Los mcdelos de sutómatas describren los tejidos excitables a 
tiempo discreta, como un colectivo de unidades (células) cada una 
de la cuales puede encontrarse en uno de un cierto conjunto 
finito de estados en cada instante discreto. (For ejemplo: en 
reposa, en estado excitado. en estado refractario). Cada célula 
puede sufir cambios de estado, al pasar de un instante difereto al 
siguiente, dependiendo del estado de las celulas vecinas en el 
instante considerado. (Gerhardt, Schuster y Tyson, 19790: Jackson, 
19911, v 

Los modelos de bidominio, que describen los tejidos excitables a 
tiempo contínuo, se caraterizan por la introducción de dos medios 
superpuestos, el dominio intracelular y el dominio intersticial, 
Cada uno de los cuales se extiende sobre la totalidad del volumen 
ocupeda par el tejido. (Flonsey, en Othmer (ed). 198%; Flonsey y 
Henriquez, en Zipes y dalife (eds) 1990, cap 20; Suárez Ántola, 
19384 y 1971). 


si bien 'en Me: teoría de bidominios las ecuaciones de campo : 


pi AA 
condiciones en la frontera propias de cada dominio se * postulan:: 
sobre la base de consideraciones de plausibilidad, es posible 
fundamentarlas rigurosamente, em forma constructiva, a partir de 
las ecuaciones de la teoría electromagnética, de las propiedades: 
morfolágicas de los tejidos y de las propiedades bioceléctricas de 


los espacios intracelular, interstical y de las membranas 
excitables. Esta fundamentación, basada en la teoría de campos 
promediados, permite una comprensión más profunda de las 
condiciones de aplicabilidad, las limitaciones Y las 


posibilidades de extensión de la teoría de 'bidominios en su 
formulación actual (Fue efectuada por el autor. Ver Suárez 
Antola, 1991). 


En este capitulo analizaremos algunos aspectos de los problemas 
de la genesis de la Sscitación, de su propagación y de la 
relación entre la génesis y la propagación del potencial de 
acción en sincicios funcionales, como el miocardio o el músculo 
lisa visceral. Emplearemos la tecría de bidominios como marco 
conceptual para desarrollar dicho estudio, aunque en Ocasiones 
haremos referencia a resultados obtenidos a partir de los modelos 
de autómatas.- : 


Los sincicios funcionales presentan siempre un cierto grada de 
anisotropia y de heterogeneidad. que incluso puede variar en el 
tiempo por razones fisiológicas O fisiopatológicasg, En el caso 
particular del miocardio, además de La Uhete rágéneidad asociada 
con la estructura y la función del tejido contráctil ventricular 
y auricular, que hace que la velocidad de conducción del 
potencial de acción dependa de la dirección considerada y sufra 
variaciones de un punta a otro del medio, se tiene la anisotropía 
Y la heterogeneidad asociadas con las vías preferenciales de 
conducción de la «citación (haz de His en el músculo 
ventricular) y los núcleos marcapaso correspondientes. 


En la que sique consideraremos la génesis y la propagación del 
potencial de acción en el músculo ventricular (O auricular en 
MASA » Las vias de conducción especializadas y los núcleos de. 
marcapasos —histolóágicamente y funcionalmente bien diferenciados, 
pueden modelarse mediante un sistema de fibras 0 haces 
upidimensionales de fibras que se ramifican una y Otra vez a 


partir del núcleo original (Una forma de hacer esto empleando una 


aproximación de media contínuo estrechamente relacionada con la 
idea de los bidominios puede verse en Schierwagen y Francu, en 
Engelbretch (ed), 1989, pp 185-191). 


Comencemos revisando brevemente la formulación matemática de la 
teoría de bidominios. 


Dicha tecría se desarrollá durante la década pasada, Ccrientándose 
fundamentalmente a establecer una base Tisicomatemática más firme 
para la electrocardiografía y la magonetocardicgrafía (ver Zipes y 
dalife (eds, 1990, cap 20). 


Se postulan dos medios conductores Continuos, el media 
intracelular y el medio intersticial, que se hallan superpuestos 
ecupenda cada una de ellos la totalidad del volumen tisular. Se 


1 G 7 A 
suponen conectados electricamente entre sí por membranas también 
distribuidas ccupendo todo el volumen del sincicio funcional 
considerada. - 


0 


Se introducen dos campos, los potenciales electricos E 
los que se asignan a los contínuos intracelular e intersticial, ; 
respectivamente. Se asigna el potencial Vu = S¿-3XB2 21 sistema .. 
de membranas. se introduce una densidad escalar de corriente” 
eléctrica transmembrapa Jm Yo las densidades vectoriales de 
corriente electrica Je Y e 'en los continuos intracelular 
e intersticial, respectivamente. Todo esto, simultáneamente para 
cada punto de vector de posición P y en cada instante de tiempo 
t, en la región ocupada por el tejido.- 


Se postulan las ecuaciones de continuidad de la corriente 
eléctrica en cada uno de los continuos, ¿introduciendo para ello 
la fracción de área de membranas por unidad de volumen en cada 
punto del bidominio, 7 e « Y asumiendo que: 


Yo Ti =- ¿Cm Ym is 
Ye Jen Xu Jn ias: 


en cada punto de la región ocupada por el: tejido (Esta idea ya 
habia sido formulada parcialmente por dack,. Noble y Tsien en 
1973. Dichos autores pueden considerarse como precursores en la 
formulación de los modelos de bidominios. (Ver Jack, Noble y 
Tsien, 1983, cap 3)%.) 


Luego se postulan las ecuaciones constitutivas que relacionan la 
densidad de corriente con el gradiente del potencial electrico, 
para el continua intersticial y para el continuo intracelular, 
bajo la forma de la ley Ohm para un conductor de volumen 
anisótrapo suponiendo que en cada punto las direcciones - 
principales del tensor de conductividad del medio intracelular y 
del  tenscar de conductividad del medio intersticial son las 
mismas. Si fi y fe son las fracciones de volumen correspondientes 
al continuo intracelular Y al continua intersticial, 
respectivamente, en el punto considerado, asumiendo que fi+fe = 1 
(O ses suponiendo que el volumen ccupado por las membranas 
puede ser despreciada) s8 tienen las relaciones: 


JViz=- fi Gí(o Y Ey [ Za ] 
a) A 
Jez- fe Geo Y Le 


Pue ad > A A 
donde Gi y Ge son los tensores de conductividad mencionados. En 
E e — —i rad . 
coordenadas principales de versores Ox, ey, ez se tiene, en 
cada AE del bidominia: 


== fe CE ¿xx 250 e € se «fe [7 7 2 EJ Ge, zz SÉ Ez) 
0 - fe Ed AA e E Est Ce, 77 3 Ie E ey + Ene 23» ex ) 


La arnisotropia del bidominio se denomina igual si 

Germ Ge77 e Ge,22 ] Ñ 

G:£,2x Ez 1Í G:,z2 .- (061 ho es asiíz se dice que la 
anisotropia ee desigual. Este último es el caso del miocardia, el 
cual presenta, además, _amisotropía na uniforme (es decir, las 
componentes de los tensores de conductividad Gi Y Be varían de un 
punta a otra del bidominia) más O menos acusada según la edad Y 
el estado fisiológico. 


En los modelos de bidominio se introduce un espacio extratisular 

que se supone es un conductor de volumen (generalmente homogéneo 

e isátropa, pero podria ser heterogqenea y anisótropo, aunque esta 
ltima posibilidad casi no se ha utilizado). 


Se asigna un potencial electrico Bo a dicho continu 
extratisular,. «assi como tuna densidad vectorial de corriente 


eléctrica J-. E. VE, [03] 


Se postula una superficie regular como frontera entre «el 
bidominio y el espacio extratisular (generalmente un planos la 
cara curva de un cilindro, Una superfice esferica, etc.) y. se 
formulan dos condiciones en la frontera: la igualdad de Le y Xo 
en cada punto de la frontera y la igualdad de, las componentes 
normales de la densidad de corriente total J2 Jrir+ Je en. el 
bidominio y de la densidad de corriente Je en el continuo 
Ñ - — —> > 
extratisular, en cada punto de la fronteras mo T= m.To 


Esta teoría fisicomatemática se ha desarrollado en dos 
direcciones. En una de ellas se supone conocido el campo Va ft, F 

A e — —i 1 
y a partir de else hallan los campos S;, Le, Se Ye +. Este es 
el caso de la aplicación de la teoría de bidominios a la 
electrocardiografia y a la magnetorcadiografía.- 


En la otra dirección (que es la que presenta mayor interes para 
el estudio de la estimulación elgctrica) se han empleado modelos 
de bidominia para describir la despolarización elettrica de 
sincicios funcionales (e incluso haces de fibras musculares 
esqueléticas) provocada por microelectrodos que se suponen 
insertados en el continuo intracelular (Flonsey,. en Othmer (ed), 
19289). La mayoria de estos estudios se han limitado a la 
propagación electrotónica de la despolarización. Fero si la 
densidad de corriente transmembrana se expresa en función de 
variables de activacicdn Y recuperacion añadiendo las ecuaciones 
cinéticas para estas variables, la teoría de bidominios puede 
suministrar un marco conceptual adecuado para el estudio de la 
génesis y la propagación del potencial de acción en sincicios 
electricos. 


La estimulación eleftrica del miocardio por medio de electrodos 
xtratisulares relativamente grandes, como es el caso de la 
cardicestimulación elettrica crónica, puede ser analizada en 
forma muy conveniente sobre la base de modelos de bidominio que 
permiten tener en cuenta las propiedades de aniscotropia de dicho 
tejida excitable de una farma mucho más precisa y susceptible de 
ser relacionada con la estructura tisular, que lo que puede 
iograrse empleanda las ecuaciones de campa formuladas 
transponiendo los modelos matemáticos de propagación de ondas en 
sistemas fisicoquimicos de reacciónedifusión. 
—> 
Cm Sy + Yion = Ím ¿que Jionz Tio CV, y) 


Como consecuencia supondremos que 


ely 
y que ql - F/ Va, W) 3 donde WN representa el conjunto de 
pos 


variables de activación, recuperación y adaptación asociadas a 
las membranas excitabhles en el bidominioa considerado. 


Fartiremos entonces de las ecuaciones de campo para el bidominio: 


Ea il 5 E 
Ín Von / Ve Ja ARI V, BE Lora Ls ? Vn = $:- Le, 


A 
A — 
das - y Gr. VE; Je =z - pe Geo Y Pe ) Sion = Jon (Va, w) y] 
— — 
2Y - P(Vua¡w) 
dt. => : der 
en las que Jion Y E son funciones bien definidas de las 
variables de estada Vm Y W propias del continuo formado por 
las membranas excitables.mientras aque fi, TE, Gi y Ge se supone 


«son funciones dadas de la posición (y eventualmente del tiempo) 
en el interior del  bidominio, lo. mismo que la fracción. de'* 
membranas Xm- . 


A estas ecuaciones debemos, añadir las ecuaciones de campo del 


continuo extratisular: Ve Ja = (9) r,To=z= GoY o 

y las condiciones en la fronter es el bidominio y el continuo 
> 2 — — cocieb codo ml > 

extratisular: .- Eo y MT= To con 7. Ti+ Te 


Para estudiar la génesis de la excitación por electrodos externos 
es conveniente sustituir el dominio intracelular y el dominio 
intersticial por dos continuos que permiten una descripción más 
directa del proceso de surgimiento del potencial de acción: el 
continuo formado por, las membranas excitables (cuyas variables de 
estado son Vhm wW 2 y un nuevo continuo, caracterizado por un 
Campo escalar Y, que se comporta come un conductor de volumen 
óhmico, generalmente heterogéneo y anisótropo. Definiendo el 
tensor . del conductividad de dicho continuo —al cual propongo 
denominar medio bioelectrico pasivo por contraposicion al medio 
biceléctrico activo formado ¿Por el continuo de las membranas 
excitables- por la expresión E = fi Gi + fe Ge ra Jel campo Y” 
verifica, por definición, la ecuación: 


yy = 67% (fi E fe é=eN 2.) rc51 


Aquí B-4 es el  cperador inverso respecto de é > 
Considerado como un operador en 73 E es, para cada instante y 
en | cada punta del bidominio, un operador simétrico y definido 
positivo, puesto que Gi y Le la son y las fracciones de volumen 
son positivas. sí definidos el potencial escalar y y el 
tensor de conductividad G, se verifica: 


7. (G.VP) =05c43 


Si identificamos S con Y « la [6] es la misma ecuación 
que, introdujimos en 1Y (A) para describir el flujo de corriente 
electrica en los tejidos biológicos producido por un sistema de 


electrodos externos. 


Fero yw na debe interpretarse como el promedio del potencial 
eléctrico local, a escala mesoscópica, en un medio polifásico con 
membranas. 


Dicha promedia puede construirse matemáticamente sin dificultad, 

era no resulta útil porgue no hay una ley de Ohm emergente que 
involucre el gradiente de ese potencial promedia: por eso es 
conveniente hablar de un conductor de volumen equivalente a los 
tejidos, como se hizo en 1Y (A). (Sobre éstos y otros aspectos 
más biem sutiles del flujo de corriente eléctrica en los tejidos, 
ver Suárez Antola (19911).- 


PS el tensor auxiliar simetrico y definido positivo:  C= 
fi Gi, 63 fo Ge es posible deducir la siguiente ecuación de campo 


Dara el Pta formado por las membranas excitables, a partir 
de las ecuaciones para los continuos intersticial e intracelular 
(ver Suárez Antolas, 1991). 7, Cm + Tian (Vis W) 

L Ya 1 


La Tn (Va) W,CÓ, PV) + [ Cée-fión,7 1.7 ÓN 
(Get Es) 


—> —> 
Y - F (Ve, W) [o7e 1 


(Cuando. el producto escalar de un tensor de orden dos por. el 
inverso de otro tensor de orden dos es conmutativo, se puede 
escribir como un cociente, - tal como se hizo en el último termino 
del segundo miembro de la ecuación [ 7b ] Y. 


Las ecuaciones [6 1] y T[Yo1dson las ecuaciones de Campo que 
utilizaremos en este capítulo para estudiar la excitación y la 
propagación del potencial de acción en el miocardio y en el 
músculo liso visceral, considerados como bidominios. 


En la frontera entre el bigominio y_el continuo extratisular se 
verifica la condición JLo Mz Togo M que en este caso 
equivale a a 5 
co 
nm. G.-VP=5"MG/ YE, 1812 
La condición de Borde Benz So puede sustituirse por la 
restricción Toe Ye = 0e€en la frontera del bidominio, que 
expresa que la corriente que entra O sale del bidominio a través 
de su frontera lo hace a traves del continuo intersticial. (Es 


posible introducir condiciones menos restrictivas, que conducen a 
condiciones de Rabin no homogéneas) . Puesto que 

Tes fi TY Co YY 
(ver Suárez fÁntola, 1991) % il obtenemos asi la 
siguiente condición de borde para el continuo formado por las 
membranas excitables [condición de Neymanp _ no _homogénea) : 


mn 
m.é€ VW, = Mo (fá Gi. y ) £9J] 
Tanto en la ecuación [ 9 ] como en el segundo miembra de la 
ecuación [ 7b 1], la densidad de corriente eléctrica es el 
promedio, a escala mesoscópica, de la densidad de corriente 
eléctrica local en el tejido considerado. A, traves_,de £stos 
términos el campo de densidad de corriente electrica JXÉ, PF) 


generado por el sistema de electrodos estimuladores ex Asis en 
el conductor de volumen equivalente a los tejidos se acopla con 
el continuo formado por las membranas excitables. Si al finalizar 
la corriente estimuladoré se anula el campo Y/ . la descripción 
témporo-espacial de la propagación de la excitación puede hacerse 
mediante las pla dcir obtenidas de [ Ya J],Lt 7b 3 y E Yc 1: 


em (cm? rl + Y ion (Ya, w)) = Vo es VVn) [402] , zw. = Flvo, W) ; iób 1] 


con la condición en la frontera: , CV le 0 E 


Exceptuando la fracción de membranas X.9 [« €Estas Ecuaciones 
Roseen la misma forma que las ecuaciones de campo na lineales 
actualmente empleadas para simular los procesos de propagación de 
ondas en medios excitables (ver ZykovY, 1987, cap 1)%1.- 


Nota J. La descripción y el armálisis de las cuestiones 
relacionadas com la génesis y la propagación del potencial de 
acción en medios bi y tridimensionales, posiblemente anisótropos. 
exige el empleo de herramientas matemáticas un poca más 


sofisticadas que la que por lo general hemos empleado hasta este 
MOMENTO - 


Los elementos de teoría de campos vectoriales y tenscriales 
utilizados en este capitulo se pueden hallar en Aris (1929), 
Baule (1949, toma ¿), Brand (1947), Coxeter (1980), Ericksen 
(19601, Kyrala (19571, Licheneroawicz (1968) y Suárez fÁntaola 
(179923 


pr 


parciales se pueden hallar en Copson (1973), Cotlar y Cignoli 
(1971). Friedman (1990), Gustafson (1982), Griffel (1981), Haken 
(1983), Hille (1972), Saaty (1967), Segel (1987), Stakgold 
(1979) y Zauderer (1989).-— j 


Nota 2 Es posible introducir en forma directa los continuos 
bioeléctrico pasivo (el conductor de volumen equivalente a los 
tejidos) y activo (el continuo que representa las membranas 
excitables) como lo hizo el autor en un principio (Suárez ÁAntola, 
i984) intentando describir el efecto. de un nueva tipo de 
electrodo (cóncavo) sobre la polarización del miocardio. Fero el 
acoplamiento entre estos dos continuos superpuestos es difícil de 
establecer y de justificar mediante semejante encare directo.En 
todo caso es preferible comenzar con los continuos intersticial e 
intracelular, cuyas propiedades pueden fundamentarse 
rigurosamente en la teoría de campos promediados.- NS 


0] 


elementos de análisis funcional y «ecuaciones a derivadas | 


nn: 


(B) La familia de estados umbral para' un sincicio funcional 
tridimensional, hemogaéneo e isótropo. Regiones de influencia 
y amplitudes unbral. Determinación de la región de influencia 
de un electrodo externo. ul 


Es conveniente comenzar por un medio excitable homogeneo e 
isótropo porque ésto permite concentrarse en los aspectos 
asociados con el paso de una dimensión espacial a dos oa tres 
(en nuestro caso). 

A A Pa A A 
Ahora, si LT representa el tensor indentidad, Gi= cil y Ge = Gel 


ya A A A A A 
de modo que G =(fi Gi + fe Ge) 1 = G 1 y C =(fi fe Gi Ge) l = 801 
(fi Gi + fe Ge) 


Teniendo todo esto en cuenta, las ecuaciones (A) [ 6 J] y (A) 


[7] se transforman en Y? =0td3 da 
An Cm 2 4 Tian (100, W) 3 EVVA. Ll > F/(Vuw) 12D] 


respectivamente.(El termino dependiente de 2 en la ecuación 
(Ar [ 7b 1] desaparece al tener en cuenta que V. 7 = 0).- 


Las condiciones de borde (A) [ 2 ] y (A) [ 9 1 en la frontera 
del bidominio se transforman a su vez en 


2 23 EN 
GIF =60 1% 131) Sm Pos 141 


donde 21 ) representa la derivada direccional en la dirección 
Dm 


lo 
del versor normal a la frontera, M -« Si Tnmo es la resistencia 
de la unidad de área de las membranas en reposo, introducimos la 
constante de espacio para el continua formado por las membranas 
excitables a traves de la definición: 
12 e Rmo(fi fe Gi Ge) [5 J 
Mo = uE Gi + fe Ge) 


Como siempre Cro Ru Em £ 6 J nos da la correspondiente 
constante de tiempo en un entoerna del estado de reposo.- 


En una primera aproximación podemos considerar nuevamente que las 
variables de activación han alcanzado sus valores deequilibrio 
con el voltaje transmembrana (las canales jiónicos se activan muy 
rápido respecto de la escala de tiempo comsideradal mientras que 
las variables de recuperación se mantienen congeladas en sus 
valores de reposo.—- 


siRu es la resistencia de la unidad de área de membranas definida 
en torna al valor de reposo de Vm , definiendo 


due ti Ey E7 1 a a ae Wa Ve 
Rmo Rm 


las ecuaciones (21 se reducen a una única ecuación aperivadas 
parciales no lineal, +4 saker> ay 2 2 
MÍ mM -+ (0) cg 1 


donde f (ví es una función como la que muestra la figura 1, con 
derivada en el orioen iíqual a-1. (En este caso T (vw) == Rh 0 (v)) 
a a $04 


Supongamos que en el instante t = D el continuo formado por las 
membranas presenta una cierta distribución de la polarización vilo FP) 
/ e 


En general el tejido va a estar representado por una región R de ¡R3 
que estará acotada de alouna formas por ejemplo, corresponderá al 


ios 


hemiespacio ZZ Da una cáscara de tejido excitable- o” > 
cuerpo que involucre los aspectos fundamentales de la geometria”; 
del tejido en la situación considerada. Pero es conveniente 
iniciar el estudio por un medio excitable no acotado, que ocupa” 
la totalidad del espacio. Puesto que los fenómenos de 
polarización son localizados y puede concebirse que se produzcan 
espontáneamente en el interior del tejido excitable (células de 
marcapaso o focos ectópicos interiores) esta limitación determina 

un casa que presenta interés fisiológico y fisiopatológico por sá 
mismo. 


Cuando la polarización es localizada, voya suponer que se 
produce en una región abierta Sh de ¡R? en cuya frontera 242, 


se anula el campo y (t¿ * ) en todo instante, al igual que en el 
resto del complemento de ¿4 + [Esta región ¿Ch puede ser una 


esfera de radio Fo, O más en general un elipsoide de semiejes 
ayb cs osuna región de forma parecida a un cigarro  habano, 


ett. .- 
En general, en vista a un ulterior análisis modal no lineal, debe 
D ser una región tal que el problema V?Y4 =0conu=0 sobre 2.7, 
posea una función de Green bien definida. Esto permite sustituir 
el operador _ y2 por un operador integral inverso de -. Y2 , 
Este Operador inverso resulta ser un Operador autoadjunto 


compacto al que puede aplicarse el teorema espectral. Como dicho 
operador integral autoadjunto y compacto es invertible, cera no 
es un valor propio del operador, sus funciones propias forman una 


Ñ base ortogonal en el espacio L. 9 (425 de las funciones de 
cuadrado integrable según Lebesgue y sus valores propios 1/2. 
verifican: lim 1/1,= 0 

nn q 0n Y 


Entonces el problema -VwWziw end, ¿Com v=Ó"0 sobre 2342,, origina 
una sucesión ¿Vaj de infinitas funciones propias que forman 
una base rtogonal para el espacio funcional La (42 . 

Los valores propios correspondientes forman una sucesión 4 An) que 


verifica lim n= 40 - demás, Como y? es un 
= n — 00 
A L) eperador positivo, sus valores propios son positivos: An >: 0 


para todo n matural.- 


” Cuanda la región ed es una esfera de radio Po y la 
polarización es radialmente simétrica yv = RCr) se tiene: 
Tr divrs 2(rdR) y AR 19) c. lo que es equivalente: 
"“de de 


GR) + A r R = 0 


51 R(hRoi=0, la solución R (ri= sen VA e debe verificar VA n=0»7 
: a AA 


277? LE 
de donde Az Amz = Y 0alr)j> sen coTr/r,) A A AS 
a ARA. 
s r 
El modo fundamental es un mado de despolarización del tipo Wlr)= 
2 
4 sen( Tr) y sen Ad = TE A Los valores propios forman una 
a e Fo ro? 


p 2 E 
— sucesión creciente como mm q cada una de cuyos terminos es 
inversamente proporcional a nm? . 


Si la región Jl, es un paralelepipedo rectangular de lados  L 
Ly, Lz paralelos 2 los ejes de un sistema de cocrdenad 
si 2 Ortogonales,. ponienda Y (x.y) = X (xXx) Y (y) Z ( 


ml 
ps 


n 


a 
z 


E 
s 
) 


1 


E 


ru 


ld Li MS diego rd M5“ lada... 


¿ 2 a za 
sen m TZ y los valores propios Ap [E  a) siendo A = 


” 


Se pueden ordenar en forma de sucesión no decreciente de valores 

propios, Comenzando por el fundamental Aa a TO joer 
se 

su función propia asociada Maí(x+Y.2) = Um (X.y:2) = sen (TL) 

senal. )sen CT72/L2)que se anula para »x Da x= Lxz y=0.y =Ly, z=0 


y z== Lz. 


Si la región oh es un elipsoide de semiejes ay B 79 Ca Se 
pueden separar variables en Vir +A 4% recurriendo a las coordenadas 
elipticas. El correspondiente problema de valores y funciones 
propias se trata entonces empleando las funciones de Lame”. 


En general, para una región Os de forma arbitraria no es 
posible reducir el problema a uno que involucra alguna de las 
funciones clásicas de la física matemática, relacionando Juego 
los valores propios con los ceros de dichas funciones. Fero es 
posible acotar inferior y  superiormente los valores propios 
recurriendo a regiones para las que el problema posee una solución 
que es conocida .- 


Considerese una familia de regiones lo bastante regulares, 
parametrizadas mediante el parámetro É£ (podrían ser dos o más 
parámetros: Ea, Es, Etc.)-. 


2 
Supongamas que 42 (E) es una de estas regiones y que Un tr; E) es 
una función propia com valor propio Anl£) obtenida como 
solución del problema Viw+dvo= 0 en diA(E€) con v = 0 sobre 


942 (E. 


Sea ahora SU lE + AE) una región próxima. Generalmente, partiendo 
de cada punto de vector de posición P(£) perteneciente a ade) 
y avanzando en dirección de _la normal a SE) en ese punto, 
representada por el versor v (Pre) ya sea hacia afuera, ya 
sea hacia adentro, se pasa del punto F considerada de 30 l E) 

a un punto A situada sobre DALE RAE) -Si AV representa la longitud 
del segmento PQ, EHAEY- FlEel+ AV DIP;€) es el vector de 
posición del punta Q de IMNUE RAE). 


En este Caso es posible demostrar que 


mo. 2 ud 
Jano f (Ea) Pr04S Eso] 


» mm to e] y : e o 
(Stakgold, 1979, p.601) ami) 


La integral se toma sobre la siqerficie- 234 (E), mientras que 
o . A . 
representa la derivada direccional —_, 
Ste Es i Ñ N1r/6de Vay/F; E) 


av 
El. aporte de cada elemento de superficie a la integral (10) 
depende del signo de AV en el punteo considerado. 


dE 
si al aumentar E la reaión y le) se Expande Er todas 


direcciones (> O en todos los puntos de 2/2, L£)) entonces 
E 


AAn [ 
Ac E) <O y el valor propia Anl£) disminuirá en forma 
estrictamente monétona al aumentar £ +» La contrario ocurre si ZwZ O 


de 


en todos los puntos de DUNLLE) . Como JE CF; E) a E 
solamente de la naturaleza de la familia de 0 considerada. 

todos los valores propios crecen O decrecen al unisono al 
variar €. Ñ 


Supongamos que conocemos los valores propios Ant£s) Y An l£,) 
correspondientes a dos regiones NAUlEL) y NIN Erd > estando "0 es) 
estrictamente incluída en (24(€3). Entonces, a (E) que 
verifica las relaciones de inclusion estrictas: Md (Ey) Cul, (EICÍSL(E,) 
sx, se tendrá: An (1) ys ARTEJ 7 AR LEA) 

o Si ,Q(É) es una región elipsoidal de semi-ejes a, b¿ Ca« podemos 
tomar como al, (E2) el paralelepípedo rectangualr con el mismo 
centro y lados Zas 2byo2c respectivamente paralelos a los 
diametros Za, (2b y 2c del elipsoide. Asimismo, como «Ji(Er) 
podemos tomar el paralelepípedo rectangular de lados paralelos al 


A 


Ñ primero, con el mismo centra y longitud Za, Zb y Za 

, respectivamente. i 
Entonces, para la región elipsoidal considerada vale), que 

» verifica e dais 0 tiene: 
A FL”? m> 
Amas) EA oe O NE ci E TS 
7 pes 
Adam (Es) 

Esta acotación se verifica tambien para el valor propio 
correspondiente. A ¿mm para una región, no necesariamente 


5 : elipsoidal, estrictamente incluida en AgA (Es) y que incluye 
estrictamente a ¿2lC(€r1) . Una consecuencia importante de la 
acotación que cbtuvimos es. la posibilidad de analizar el efecto 
de una variación cen las dimensiones az bz c de la región 
considerada, sobre los valores propios. Se observa que si C+O, 
el valor propio tiende a + «o como 4/02 . 


Esta observación se relaciona con el problema del umbral como se 
muestra más abajo. 


Fara analizar el problema del umbral, busquemos una solución de 
' la forma y (t, Pr) = 2n Án it) Un[P) de la ecuación no lineal E 9 1]. 
O Sustituyendo este ansatz en dicha ecuación, proyectando sobre 8 

n-ésima función propia adecuadamente normalizada y poniendo An 

en lugar de An a Para nao confundir con la constante de espacia A 


obtenemos; To Eb 0 as Je An + <U.(F) J 107 Ark Wk)> 


siendo X<Ylv> el producto escalar Pur) (tr JAY 


M) 


en el que la integración se extiende a la región 19r en cuya 
frontera se anulan las funciones propias Mr(P)- 


Fara el modo o Pe 
e aa An po Ar <P)! JCE¿ÁLUL)> 


Fera fívl == Yv+ gqív), siendo gív) una función cuya desarrollo en 
- - - 4 < 
serie de Mc Laurin comienza por un termino de orden dos en v. 


Entonces, para el mado dominante: Ta dto AHA% pac JAs hs <a, go) 
A 


/ 2 3 
El termina < va] q/0m> incluye los terminos en Ay Ba Y 


a 
Y a - E Le 
terminos de orden superior en 614 mn asi como laos terminos de 


e 


E OS e 
EA E ES 


acoplamiento entre modos. proporcionales a Am An y Af Am An, 


hS- Desacoplando el modo uno de los demás modos, su ecuación de' 
E evolución puede reescribirse así y la 


de d As = poda A4 + FE, (44) 241 3 e 


At a, ? » E 
En la fig. 2 se muestra la recta E= Am pa As y la curva»: o. 
E=F, (A4)- Si pa < Mp 2 se intersecan en tres puntos: A¿= 0D, 
4 te a 4 

Ar = Pin Y Ar= Ade - Estas tres amplitudes de modo son Otros: 

tantos puntos de equilibrio para la ecuación [ 11 ] . ÁAadz=Ayy2s 
inestable Y los otros dos son estables.- Tanto Ádu como 

Are dependen de las dimensiones de la región de despolarización 

a través del parámetro 2 


Ma? « Que es el valor propio mínimo. Cuando pa aumenta, los 
puntos AÁAxu y Ate se acercan hasta fundirse en uno solo para 


a pú pr ; 


% rn 
a 2 2 A . 
> Fara Aa ? Mac la recta K= Am pa 1 Y la curva B= F (A 


A 
pS se intersecan solamente para Ag = 0. A 
2 2.2 Ar 
» El valor crítico parc verifica la ecuación Am Pre =dFy (Ag ) 
siendo Fy (A4)_ 4 F (Ag) TA, 
AL ¿As 
A ”m 


- Una vez 


Si la evolución de la polarización en el sincicio depende del 
comportamiento de la amplitud del modo uno, ÁAzxu (que es la 
amplitud umbral de dicha moda) será quien determine la condición 
de excitación. Una polarización inicial vw (0. PP. )=2n An (0) vn(P) 
será supralinfra) umbral si Az (0) es mayor (es menor) que Ayy - 


La amplitud umbral dependerá de las dimensiones de la región 

afectada por el proceso de polsrización de las membranas 

solamente a través de pa? 9 pero si Aa" > la excitación 

na será posible. Fara una región elíptica Cabe esperar que xXx 

Ma? = (AY 14) [(1/al) + (1/b?*) + (1/c*)], donde JJ es número A 

ñ comprendido entre 1 y 3. Entonces la condición 4. + 1 +1. > A E 

0 Tr bi c2 e 
caracteriza las regiones para las cuales la excitación no es 
posible, no importa cuan grande sea Bh (0). 


Obsérvese que aunque a y b sean muy grandes, basta con que Cc 
ed sea lo suficientemente pequeña Como paña que se cumpla esa 
desigualdad, y no será ya posible estimular el tejido a partir 
del perfil  inmicial de despolarización alcanzado. Además x 
para regiones que verifican E O E DE Mi: «la amplitud umbral 


Bla es función de 1+ 1+1 - Está comprendida entre la 
at "ba cr 
amplitud umbral para la despolarización uniforme de las 
, membranas, Cuando a — 09, DL ¿“e y c-_.+*2 simultáneamente, E 
y un valor máximo correspondiente a MazM4c -Si v(0, FIA dul Ad Cr) 


e1 perfil inicial de despolarización será supraumbral, mientras 
que si vw (0, P) < Bau (Ma) Ya (Pr, será subumbral (Suponemos 

que las desigualdades se verifican, en cada Caso, para todo Pe R?). 
Vemes entonces nuevamente que no hay un único estado de 
polarizacion umbral, sino toda una familia de estados umbral 
caracterizada por diferentes regiones tridimensionales asociadas 

a perfiles de despolarización umbral Asu vr) cuyas amplitudes 


5 


de e 


a ES es 


Á su dependen de la geometria de dichas regiones soporte 


Este resultado, adecuadamente atemperado teniendo en cuenta los. 
procesos de activación y acomodación de las membranas excitables, - 
puede constituir una base fisicomatemática para el análisis de” 
los focos ectópicos de excitabilidaod tisular, base que hasta: 
ahora no había sido establecida en lo que se refiere a los 
procesos de despolarización espontánea locálizada. (Lo que sí se 
ha estudiado es la reentrada de una onda  propagada de 
despolarización (potencial de acción) en un medio excitable 
—-fundamentalmente bidimensional- debido a una no uniformidad 
presente en dicho medio).- pa 


is! 
, 


Cuando las variables de acomodación evolucionan en forma mucho 
más lenta que el potencial transmembrana Y (t, P 3) del tejido, el 
efecto de la acomodación se puede tener en cuenta a traves de su 
efecto sobre la curva que representa a — Rm Lion (1) ) co en 
particular, sobre E,CA3). en casa de emplear el modo uno 
desacoplado como descriptor del umbral. Cuando es necesario tener 
en cuenta la cinética de las variables de acomodación y de as 
variables de activación, esto puede hacerse para el  modaunao x 
empleando un formalismo análogo al que desarrollamos en el 
Capítulo YI. para el caso de una fibra excitable. La única 
diferencia que aparece consiste en la expresión detallada de la 
densidad de corriente iónica transmembrana, que para el miocardio 
Y el músculo liso visceral viene dada por otras tantas 
modificaciones del modela de Hodgkin y Huxley. Esto a su vez 
conduce a parámetros con significado diferente, respecto del caso 
del nervio, Cuando las aproximaciones polinómicas a la densidad 
de corriente iónica se fundamentan en modelos más detallados.- 


Estudiemos ahora el efecto de las fronteras sobre el fenómeno 


z e Y - £ - 

del umbral en un sincicio electrico  homogénec e isótropo. Esta 
último nos va a permitir considerar en forma explicita la 
estimulación provocada por un electrodo extratisular con un 


factor de farma cualquiera.- 


Consideremos entonces un tejido representado por la región R de R? 

- acotada. El  electroda estimulador activo se sitúa fuera de R y 

ó polariza una cierta región “e, del tejido.» Dicha región posee 
una frontera DA con_ una parte común con la frontera 2S9R de la 
región R. En 94L OIR se verifica $ = (Mo Y/te Ge) (ver 
condición en la frontera [ 4 1) mientras que en los puntos ded 
interiores a R se verifica v.= Q (fig. 3) (Recordemos que V = Vay= 
> Ye Y. 


Una vez  fimalizada el pulso estimulador, suponemos que la 
densidad de corriente 7 (t, P A se anula en todos los puntos 
del bidominio, de moda que en 9NANO OR se verifica ahora 2Y= O 
mientras que en los puntos de Q4/d interiores a R se coRfinua 
verificando vv = O. 


2 
Entonces el análisis modal no lineal de la ecuación To7- Am Y 410) 


5 se efectúa igual para que el medio excitable no acotado, pero en 
j 1 tz mít,r) = XX, A, 4H) OP) las funciones Mm, (pp) verifican 


TENA ARO (F)=0 con Whip) =0 para Pe VR js (92 NOIR ) 
Le y. A =0 para FEednaR ía SEE, UE (F) satisface condiciones mixtas 
en la frontera ALL de la región « Rarte 


Le 


Cozr 1 (5 E E = q) ñ Hr 9 A 


: is Y 2 di AÚPTIDIÁDA 7d ap so0JSUma s07 ua uadadjede 
amb "eroueziodwt 1034 3p SeTIUDASLTP Seonb]e 0005 T1se *oroeds»a 07 
2p 3342350405 27 ua A oun opow 72p ortdoxd AD]2A [a Ua Ladadede anb a 
SPATIPOTITUDTS  —5SeTauUataj Tp seumb]e uo) Ddad *4GTJ *uUM >9p —(0se>) 
a 24d A o[nirde 12 ue sowrAanagqgo »nb *7 * edoppue uprsaddxa eun 
nun  0pow  12p [—e4qun pniridwe 2] 24ed  ausTI9O 35 OTUTWOPTA  12p 
5219%3T59x3 Seur qua Se] 3P SSARLA] 2 FOTUOT SJUATATOO 2P PPeprsusp 
e] Jdesatdxs *eued eoTtqn> e>TWput od UotTaPwTxoJde eun  Opuea]dwy 


(“A2]NsTJ) PS 2] 29 AOTASIJUT 19 UA USUTOTAD 
23 anb sel ap 03 0aodsax4 P*Pu4sa3juU04G Ms e 5sa97uaJceApe uencznpodd ».es »anb 
se*eupzuodsa  —sauotaieztaerodsap * a3U943 Opt] 1299 Peor TIRASUTNMA (7 
ADÁRW eun 0440) »Ss1eja4d493U6T 2pand 0353) -“0pe305e ou. 319e2T5Ix9 
optiaz un exed  Se*eoTiITAD' sauntbas  —sajuUSTpuodsadiDdo Se 2p 
UDiLA CA ap PpeaT4 e] 2]USUWEpeuT: «oude usasod; (O[NWTIS3S [2 X 
23S OSUa3ut ueno eqaodwt os.  *oprt(í233 [2p UQTIRITIXS *1 aampolxd on 
"27 ua  *prn,]utT 2730U234e32T43s2 uo0rbex eun us UPTIPE rtiejodseap eun  anb 
53181 sautortdsd) 2 SRITIFAD SAUOTDaS Ser ap S53UDTSUSWwTrp sel 
“e 13 e[nu JeJ/aprsuo) =pand =s “L e w amb ew4104 2p "y dae [nstTa 
OTUTWOPTG TP je PASuody 21 ua eSt115913 21012151594  *peA3ao 
2p SeUeJquoaw ua PuTulsaj] Ae] n]SDeA4JuT or3edsa sa opuen> "send Tsy 


-*0331du402 aprosdrt]a 23uaTpuUOdsatdADo 139P USINTDA 2 P23T4Ww eY 
59 a2pTosdtISTWSY 139P USIWNTOA [Sa anb e asad  *50s5%) soque Us DuSstu 
Ta 3 A =p 2d OITIAFTAD MITRA 12 19297723TIx2 OptT(393 199 AOTASJUT 
13  —u3 “OSJ3wUT D23*9%7 "ez 03321du0) aprosdt]S2 12 U0)  apuodseilo) 
astoz A 92 **z aprosdr1S-TWa34 un *doye anb sa PrOUSJSPTP *orTun 7] 


e**epezraejodssp uprÓDsA el 2p 
SauUoTSUSWIP Se A 1e4qu pn9t]dee 7 24343 UNTIPI]SA PP] Á a1qrsod le 
*335  —UQTIRATIXS *7] anb esed uyrTdal e] 23p | —SPOwWTUTW  —SIUOTSUSWYTP 
Sel 2p UPTSNISTP PP] OpusÁnfuT 'sajzue e*enb [enór  S7ueswezDexa 
e O0Jdesop 25  oun o0pow 139 *229T3T42 pnit]due *] 2p STST[PUE 13 


e eusTU e*I3S5323 US 3] USWETASAD EPREROA== 


a 
T>.3 + +2 upThes Y] 2p Ser] un) uespuodsadi1oD 
as sordaad SIJAOTPA dot Á AGA SauoTIUNMj Se] 05%) 353 Uy 


-Q<zuo poa DE A+ 
atatijasdns e] se anb sejjuatw “O = 
2 C(ueu ve) “ut 


=> 


coueid  1ep Pes $ 30 e>ridr1s uprbal e] se NAO, TÉ sacuoyua 


"(A —- x o0uerd) O = % ouerd 712 sa Ye anb opow =p 


o z= z or>edse-twsy 13 ednzo [PUOTIUN] OTITIUTS [3 Fnby * OZ Z : al 
: =?? *9 22 EA 
403 7 >. +2 ES +. aptosdT[2T1WSY SP PWI1OJ US TF uta Sa 


eun ¿as apend  *ojaJnuo) opdwsfea »2p *xA e *argrsnerd opspow un 
. eo + Y SpuaTz %Y OPuen) o + * USpuaty anb Y sortdod 
SIAO]PLA Uu0) serdold sauoTaunmj sp o03a1dW0)  ——_P*uw4ouozJo  oOJunfuo) 
cun ajuewersanu sust3go as —*sajue anb penbr da = Y opuatTuo.y 


(UUBUnaN =p Ed A FBIYITATO SP 


A] A 


E . 2 2 : SS a 
En lugar del valor propio "E correspondiente a 


unidimensional (siendo como siempre A la longitud del intervalo*. 


de influencia del electrodo sobre la fibra), ahora aparece - el: 


valor propio y que depende de las dimensiones y la forma de 
la región tridimensional polarizada por el electrodo estimulador: 
1/ 2 puede interpretarse como el cuadrado de una longitud 
caracteristica asociada a la región de influencia del electrodo 
sobre el tejido. 


La constante de espacio, que en el caso de la fibra excitable 
viene dada por la fórmula e (cuando la 
An E aL Re 5/2 


resistencia eléctrica del medio externo: a la fibra puede 
despreciarse), en el caso del  bidominio viene dada por la 


fármala:z Na = || Ta , Cf; ¿Ge Fe > 
y 2 Cf: Cc + fe Ge ) 


(siendo fi + fe= id). Las fracciones de volumen fi, fe y la 
fracción de área de membrana por unidad de volumen poseen una 
interpretación geométrica más (4 menos inmediata, pero las 
conductividades Gi y Ge son parámetros emergentes que se 


relacionan con las conductividades locales y las características 
de la distribución espacial de las membranas excitables a través 
de operaciones de promediado espacial de los Campos.- 


Si bien estas  conductividades globales se pueden medir sin 
dificultad en experimentos electrofisiológicos,. la forma precisa 
en que dependen de los detalles morfolégicos y eléctricos 
microscópicos propios del tejido no ha sido investigada todavíia.- 


La región de influencia del electrodo sobre el sincicio electrico 
Y la propagación electrotehica de la polarización en el continuo 
correspondiente a las membranas excitables afectan a la amplitud 
umbral en forma conjunta a través del parámetro adimensionado 


AA . 


Estimemos ahora las dimensiones de la región de influencia 
correspondiente a un electroda activo externo, para un fejido 
excitable que se puede describir como un bidominio homogéneo e 
isótropoz que Cccupa el hemiespacio z 2 O  «Suponemos que el 
electrodo extratisular genera un campo de densidad de corriente 
eléctrica que presenta simetria de revolución de torno al eje Z. 


En la que sigue continuaremos considerando que las variables de 
activación se encuentran relajadas al equilibrio con el voltaje 
transmembrana y que las variables de recuperación y de adaptación 
se encuentran congeladas. de modo que la polarización y eventual 
excitación del tejido puede describirse mediante la ecuación [9 1 
de esta miema sección. Poniendo f (wl1 =- v+ glv) y descomponiendo 
el. laplaciano de.modo de separar una componente asociada con la 
variación del potencial transmembrana y en dirección del eje  z, 
obtenemos la ecuación siguiente: 94 

Te 27 2 04 O + AV + 22) [ 13 1] 

It d 9Z 
Esta ecuación debe ser considerada en el hemiespacio 2 
con la condición de korde [4 1] que en este Caso 
formular asis QU itrx.ya0 dit any 0) 
37 fe Ge 

siendo  abora ed =-A_e1 Wersor _hormal a la frontera del 
bidcominic, de mada que fe J=-Jz: Si o Vx "+ y? Ey es la distancia 


G junto 
e puede 


E 
= 
t 14 1 


13 


al eje de simetría del campo, resulta que Yz (t.x.y,0) = I_ Ls 
F O (pp) [15 7] siendo 1 (t) la corriente total aplicada a través. 
del epiade Y F (Pp) un factor de forma que tiende a cero a 
medida que Pp aumenta. 


En forma análoga a como definimos el intervalo de influencia 
para una fibra, podemos definir ahora un circulo de influencia 
del electrodo sobre la frontera plana del bidominio. En la 
frontera de dicho circulo de radio Ro podremos despreciar el 
efecto polarizante del electrodo en comparación con su efecto en 
el interior de ese círculo de influencia, y en particular en 
comparación con la polarización producida en su centro. A via de 


ejemplo, consideremos un electrodo puntual inmerso en un 

conductor de volumen equivalente. a los tejidos (continuo 
E a z . . La 

extratisular y continuo bioeléctrico pasivo) homogeneo e 


isótropo. cuya conductividad es G. Em este caso el potencial 
electrico viene dado por la expresión B (tx: Yaz) I(t) 


dy “4 lz427)7)% 


si el electrodo se encuentra en el punto x = y = O, zz =- ZO, a 

una distancia zo de la frontera plana del bidominio. En este caso 
Jit.p) = 114) x Zo de modo que F (p)=4%,_XKXo__., 
a ATP PS 47 PA zo?) 


Es posible demostrar que, en valor absoluto d F(P) presenta un 


Flp:) 
valor máximo ESB = FER ZO -« Es este caso AdF/p;) = 3 Zo nos 
2 [E0/72) bg 
da una estimación de la lonoitud de un euro radial que, 
comenzando a una distancia « del eje de simetría, es tal que 


a través de él la función F(/) sufre una variación significativa 
(decrece desde F (pa? hasta'un valor pequeño respecto de F qed)- 


E ] . (Pi) 

Entonces Ro puede estimarse en forma aproximada por Ro = A+ aFr >) 
j t 
[Pl 


1,33 £e, de modo que Ro aumenta proporcionalmente a la 
distancia entre el electrodo y el tejido excitable. 


¿Cuánto penetra en profundidad el efecto despolarizante del 
electrodo externo? Fara estimar la profundidad de penetración 
¿[comencemos a partir del ansatz y ¡dd = Ze Ak ds de L 13 J 


donde las funciones vk  ( 7 son las aa ops propias 
correspondientes al problema de Dirichlet — Veiy Y =(y? 4, Y (Ra)j=Q. 
Sustituyendo el  anzatz  [ 13 J en la ecuación E 13 1] Y 


proyectando luego sobre la p- ésima función panes obtenemos: 


"En Zar 2d (44 IPD A pt 2) re A Se Ap E) 2) + 
se o e AR UR? qe 


o el moda una coma modo deminantes desacoplándolo de 


los demás modos y despreciando los términos no lineales en Ba 


*R 
cotenemas » 


As 1€, Z la mo (A+ Amt DA lt, z) ¿AAA 4h, z) 
It : dz? 


En estado estacionaria, cuando la polarización se ha establecido 
va en profundidad, 


2 
PAslZ) y (AH DE) Aso lz) 


esla solución de esta última ecuación.que se anula” cuando: > 40 
Á, e 2D A, o (0) exp CV TF 0 É ] 
A, Ar , 

“La escala espacial de variación de As sw 62) viene dada entonces 


AED ES | c46 1 


| 22uralo)) VA + aq Wu,” 


A — partir de este resultado la profundidad € a la que penetra 'el 
efecto polarizante del electrodo puede estimarse mediante la 
expresión CC = La [477 s donde es un coeficiente numerico 
aprepiado, cuyo significado se 'discutirá más adelante. (En 
primera aproximación puede tomarse P a 4d). 


Con esta estimación podemos volver a la condición de excitación 
para un sincicio eléctrico tridimensional, para una región hemi- 
elipsoidal cn a = b = Ro y c=Blz 7 suponiendo que 
el potencial y se anula en la cara curva de la frontera del 

o hemielipsoide. Si Ma? es €el valor propio correspondiente al 
modo uno en este caso, tendremos ES (a + 139 2 

DO le 4 rey 
aiató ti6 7] yl3i7 ]en[C 18 ] obtenemos: 


pots EE (e + LA 00 LA E) 
_ Fero las funciones propias Upa CR Yo de rá donde Jo (F) es 


la función de Bessel de orden cero y los Ak son los ceros de 
dicha función, de mado que (Uy = 1 /R, e Sustituyendo esta 


2 
última relación en la expresión para AE reordenando, Se 
ss obtiene: 2 a 
pa / E 


E E E [19 ] 


siendo Aa 5 F23O 


El parámetro  adimensionado a pas ¿ donde pa? viene dada 
por la fórmula [49] en tancia radio de influencia del 
electrodo, puede utilizarse para scutir la amplitud umbral y el 

O problema de las regiones críticas para la excitación. Fuesto que 
para que la excitación sea posible Ha? debe ser inferior a un 
valor crítico pac s esta condición junto con la relación [19] 
determinan un "radio crático R 0¿€ por debajo del cual la 
excitación na Ya a ser posible. 


For encima de dicho radio critico la excitación es posible: la 
amplitud umbral correspondiente decrece monótonamente a medida 
que el radia de influencia aumenta (í y por tanto, a medida que hp? 
disminuye). (Fara una aproximación cúbica a la densidad 
corriente iónica transmembrana, esta relación entre la amplitud 
umbral y el radio de influencia se obtiene de las fármulas [ 42 ] 
y (49 3 de esta sección). 


Nota 1: Para los modos de orden dos. tres y superiores los 
Ñ correspondiente valores de SA crecen progresivamente, de modo 
Ms que 4 XV < Az<<0. 
S En particular se tiene: 


z 
Ape 57830 ) PS 30,4715 y Y T 748865 


ES E 
“o Entonces; | ; 

' obtienen. radios críticos que crecen con: el orden del modo, 
considerado, de modo que el radio crítico mínimo es siempre el” * 


PA — pa 


«los modos .de orden superior; 


230 2% 


si se desacoplan: 
correspondiente al modo uno. 


Nota 2: La construcción de Ro exige aproximaciones parecidas a 
las discutidas a propósito de la construcción de para el 
caso de una fibra excitable. No obstante, cuando el electrodo 
actúa como cátodo (ánodo) el factor de forma actuante sobre un 
sincicio es siempre despolarizante (hiperpolarizante) a 
diferencia de lo que ocurre en el caso de la fibra en el que 
presenta ambas acciones a la vez.- 


A 
mo 


AA ao 


: Loss ó óe : Poo E E 

(€) La EROTE de A pa “ia Sxcitación “elécte ca 

sincicio homogéneo e isótropo. 
excitación. Sincicios heterogéneos Y anisótropos: ideas pa ES 

el estudio de los fenómenos del umbral. Las fóri oraia= 
intensidad umbral versus duración cuando el a excitable 


aa es heterogéneo y anisótropo.  Blogueo Aanódico por el cátodo: 
1H su imposibilidad en sincicios homogéneos con: DINOS PERE 
7 iqual d 


de Fartamos nuevamente de la ecuación de campo para un sincicio 
ES funcional tridimensional, homogénea e isotrópo: - 


Ñ E E E [1] 
a Representemos por R la regiónde RA ocupada por el  sincicio, 
Y considerado como bidominio, y sea la región de influencia 


correspondiente a un cátodo externo.(En principio la región KR 
- puede adoptar cualquier forma, estando 42 incluída en R  ). 
Representemos por DIAMhy a la parte de 242, común con R —es 
decira la parte que se encuentra en la frontera del sincicio-— 
E mientras que Dil, representará la parte de 232, comprendida 
O en el interior de R. Sea MVi(P) la función prepia - VA (Fe ph (F) 
E con MaA(F)=0 xi Pe Qu QM IPFP)IZO sí -PE a 
2 2 Y! Sm, Fe 4 P 
A Aqui pa es el valor propio minimo del operador — Y en el 
espacia de la funcianes que verifican una condición homogénea de 
Dirichlet en Dita y una condicion homogénea de Neuman en Ol, 
- Coma siempre 2/Im representa la derivada en dirección del 
versor normal, que en 942 se toma hacia afuera de la región.(2., 


- Definimos el producto interno <41 = | a AV extendiendo la 
a 


integración a la región de influencia ,f2 del electrodo en 
a el bidominio. 


— 
Entonces Ás (t) = NEL TIUTDS es la proyección del campo v ([t.f” ) 
- sobre la función propia MF) » 


Froyectanda ambos miembros de la ecuación de campo [41 resulta: 


Tn LAW) < 0107 GIA + A Vu l? Ea 


Le 


- pa Empleando las fórmulas de Green del Análisis Vectorial en la 
forma usual en el. estudia de las ecuaciones a derivadas 
parciales (Gustafson, 17823 Zauderer, 1927) tenemos: 


<> |» = fu. Var = fu vr, e wet Ya S 


9 2 e, 
Como | oviw,z-p4 fou, y teniendo en cuenta que Vr se 
H2, 
anula en IN Y E se anula en dde, resulta: 
q < vw lay = =p A ¿Ef ds ares - Ú ar 3% AS 


24%, Im 


A Asi pues, la ecuación [27 dl a asi: 


pa Ta LAMB =- ALI) + <9(0)lwW,4> pod A+ 


o “A 
A E O 
a + IMAy mM “M1a4Nn, Im 
- Fera si yA, es la región de influencia del electrodo sobre el 
tejido. NY va Aa ser pequeña en crm . de modo que podemos 
despreciar el On ar IVA AS - Siz además, despreciamos 
en o 


ga 
MY 


a 
AA AA POP PV'P” XV 


e 1 


de * momento el termino <g (w)iW4>" "(que representa* 
acoplamiento del mode uno consigo mismo y con los demás modos Y, 
obtenemos la siguiente ecuación: 


y LAN IE CA pt A dE) + A , [maras 
ea 2, 


- Pero Mil) es, por hipótesis una función Epnocida. —> 
Además, sobre QA%: se verifica: 21. m7 siendo Y la 


E 7? am eGe 

E densidad de corriente electrica que el electrodo estimulador 
produce en el conductor de volumen equivalente a los tejidos 
(continuo bioelectrico pasivo). (Condición de borde E [ 4 J] de 
a la sección precedente). 


Pero la densidad de corriente puede Ud a 5 74 7)= TIME EF) 


donde 1 (t) es la corriente total y es un campo 
vectorial (factor espacial) que depende de FE a del campo 
de corrientes generado por el sistema estimulador en los tejidos. 


>; ANEUEES Va AVAÁS - ILL) ar, Mo EP) d S 
3 ddh a Sm Dibdea 


ER Teniendo esto último en iS resulta, finalmente: 
“Em ges =z - CA + Am pa JAs +0 (Lo 0,7 FzoS) 11 ES] 


eE la ecuación [ 3 7] com la condigión inicial A, (0) = O 


: - se obtiene: Arlklz Eo e Va mn. Fo) di CA J 


siendo, por definición ts = Tu 


] CA +A%p4?) 


Admitienda que la excitación se produce cuanda por vez primera 
ta Ár (É) alcanza la amplitud umbral Asu que estudiamos en la 
parte (E) precedente, la condición para que el pulso 1 (t) sea 
justo-umbrel es máx 4 Ay (t))= Aya 


[5] 


tE [0, +0=) 
E Fara el caso perticular de un pulsa de amplitud constante  justo- 
» ) umbral lu y duración tp se obtiene, de [53 1] y CEg6 1 


lu (tp) = a A E 71 

4d - el-te/ ts) 
donde la constante de tiempo ts verifica la ec [1 3 ] mientras 
que la reobase de corriente viene dada por la fármula siguiente: 


Tr b= a+ A pa 81 
j | A (So a 7 AS) 


La carga umbral limite es tad 


- Qu,o E Es x eb = Tm Aru [9] 

a, 2 — A 

Ñ Je y 

eS La expresión de la funcional de excitación es, entonces, la 


correspondiente a la teoría de Blair: 


e És [ al , = 40 
Echo ee) A T1fF) / 


an 


Jo 


A 


y 


A traves del producto. Am pa los. ¿parámetros eléctricos:<y* 


geométricos del tejido y las características de la distribución 


El Ñ : ' é 
de las corrientes eléctricas exógenas asociadas al electrodo 


(cátodo en nuestro caso) determinan el valor de la constante de 
tiempo del sistema electrodo sincicio, ts. 


Para una discusión a fondo de las variables globales del umbral 
Rbs ts Y Qu, o para este siste AE. es necesario investigar cómo 
1 


varían par E E pate) míF)e PIS y Aaa en función de 


las posibles at de en los parámetros básicos: geometria 
del campo de corrientes, umbrales locales de excitación (umbral 
uniforme de membrana), propiedades electricas pasivas de los 
tejidos, etc. Con lo expuesto en esta sección se tiene el punto 
de partida para essa investigación.De momento voy a considerar 
solamente un aspecto: la dependencia que presenta la reobase de 
corriente Y Rb de la distancia zo entre el centro electrico del 
electrodo y el sincicio elettrico estimulado.- 


Supongamos que el electrodo, convexo, se encuentra lo bastante 
cerca del tejido blanca y es lo suficientemente pequeño como para 
que el sincicio se pueda representar por un bidominio que Ocupa 
el hemiespacio z Z 0. z 


Supongamos además que el campo de corrientes generado no difiere 
sustancialmente del de un electrodo puntual. 


En ese caso la superficie cy es un círculo situado en el 
plano zz = 0de radio proporcional a zo (según hemos visto en la 
sección (Bj) precedente). Empleando coordenadas cilíndricas (P,z) 
con eje zz coincidente con el eje de simetría del campo y 


efectuanda el cambio de variables de € za (P/=037 Z/Zo) es 


posible demostrar a FAS es invers=mente proporcional a ze 


Teniendo ésto en e EN la fórmula [ 8 para, la reubase 
implica que Tryp es proporcional a 29 (4 a apo Aru (Za) 


2 
Fero p4 es una función lineal de Y, , (esto resulta de BE [ 19 ] 


L, u 
y de la proporcionalidad entre Ka y zo), de modo que 25 (1+ An pa ) 
es una función lineal de 265 con pendiente positiva y ordenada 
en el origen positiva. 


Fara leo lo bastante Qrande Como para que Asu se pueda 
considerar constante, la reobase debe aumentar como el cuadrado 


de la distancia al sincicio blanco de la estimulación. (Esta 


predicción coincide con los resultados experimentales para 


miccardia: ver Irnich, en Schaldach y Furman (eds), 19/53). 


En cambio, en el Capitulo Y hemos encontrado que la reobase para 
una Fibra, en condiciones de estimulación análogas, aumenta 
primera linealmente y luego, para distancias Mayores, Como el 
cubo de Za. 


Al” ioual que en el caso de la fibra, ¡podemos desarrollar una 
aproximación cuadrática a la dinámica del modo uno, obteniendo 
para la curva intensidad-duración una expresión nueva que propuse 
en el Capitula Ys __A—o Q_P_——p —u—— 

lu = Eb (+ N 14 48/47) [11] 


Esta expresión al parecer ajusta mucho mejor a los datos 
experimentales, en el caso del miocardio ventricular, que la 
Ea fórmula clásica de Lapicque-Hill: sobre esto volvere” más 
adelante. 


También se pueden desarrollar modelos matemáticos para tener en 
cuenta el efecto de las variables de activación y de recuperación 
A, sobre el fenémeno de excitación de un sincicio electrico, basado 
ahora en el concepto de bidominio. Con ello se pueden fundamentar 
las teorías de dos factores para sincicios funcionales y se puede 
formular una teoría de tres factores análoga a la que esboce” en 
el Cap. VI para el nervio.Esto será presentado en O tra parte. 
Ahora nos dirigimos a plantear el desarrollo multimodal de la 
E excitación Y a estudiar someramente la influencia de la 
heterogeneidad y de la anisotropía del tejido sobre los fenómenos 
del umbral. 


2 
Comencemos nuevamente con la ecuación Ty el -w+9l0) + Am var 
5 


—+ 
- y expresemos el campo V Es rr) de la siguiente forma: 


0 > 4) RAF) + $0/t,F) 2, 

á o lt,r )= LA E REF) + / ? donde —V*4f = MM Uk > 

dl Uk 

E siendo Uk = O sobre 0h y quA =Qen Miles . Esta expresión 
permite trabajar con patrones de polarización que na 


Í necesariamente se anulan en 24 Ya . En ese caso suponemos que Jv/t,F) 
es la diferencia entre yv (t¿P ) y una aproximación óptima en 
terminos de las funciones ortonormales URI(F)- 


Coma <vflvf> = Set (delta de Eroneckerdl y operando como 
lo. hicimos para deducir una ecuación de evolución para Ba (t), 


Ñ iaa: ti = -l[4A+ de e) At + <0%| (5:40 +40)? 
+ Tít)Am boa me Fl Af de, 7) 208 US + 
9d y 23m 


Ñ + (eventualmente otros con en Ja) rc 42 7] 

> a 
' Foniendo q (ív)x bU cm? y desarrollando, resulta finalmente el 
> O siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no 


> lineales, siendo Parton 


E EM ZA k =- - A+ po JAk+ dE LA y APA7= cz 19) ¿Ap Az Ar 
- 26 dde Td) La prin 07 


Ñ FHlotros términos en dv ) ele 3n 
Al 6 
E Aqui fk  = ZA E. m e y: es una especie de proyección del 
- 2 > ACP 
factor de forma Fr) sobre el ésimo modo que invalucra la 


pS frontera del o LEE mientras que 
ES Thpz = <Uk | 0 Y 2 Lfepor= 141% % VE> 
La principal diferencia respecto de las ecuaciones de las 


amplitudes de moda para una Tíitbra aperece en los coeficientes fk. 
e Esta diferencia se origina a su vez en una diferencia entre el 


actuar de forma para una fibra, proporcional a 3*S$ Y 
] IXZ 
ñ distribuida en (un intervalo espacial de igual dimensión 
= topolóégica que el media es O mismo, y el factor de forma 


- - . —e - 
para un sincicio, proporcional a Me 7 (siendo 57 ¿08 GVE) 
E Y  CGistrituido sobre una a LE CUYO. númera de dimensión 


A E ase 1 
pro (EnporégtEa e del me 


y 4; Ye 


Una * eee uión importante que se desprende de esta teoría, 
asociada a la diferencia entre el factor de forma de una fibra. y 
el factor de forma de un sincicio. es que un cátodo puntual no 
e isótropo,z, a. diferencia de 10. que Ocurre en una fibra 
excitable. 


Esto se debe a que sobre la frontera del sincicio actúa 2 


2.2 
mientras que sobre la extensión de la fibra actúa = .« El 
efecto de mn sobre el tejido, cuando el electrodo actúa como 


cátodo, es siempre despolarizante, a diferencia de lo que ocurre 
en la fibra,en la que la despolarización de un intervalo central 
se acompaña de hiperpolarización en los intervalos laterales. 


Pero aún cuando el  sincicio sea anisótropo, siempre que su 
isotropia sea igual (ver la correspondiente definición en la 
sección (Ajlde este mismo capítulo), el bloqueo anódico por el 
cátodo no será posible. 


Sálo cuando el tejida presente un orado considerable de 
anisotropia desigual (como es el caso del miocardio) la 


posibilidad de un bloguea  anóédica por el cátodo debe ser 
considerada y analizada con detenimiento. 


v 
El término Ív/z, 7) E ACTAS describe el efecto, sobre 
' 1 
la amplitud Ak, de la diferencia entre (y (t, F) Y 2rRAe It) Ue (T) 
sobre 2norA « €S decir en los bordes de la región de 


influencia del electrodo inmersos en la masa del tejido. Fuede 

. Pd S dl si 
considerarse, junto con otros términos análogos, como un termino 
de corrección a la suposición Y (t., PF )= 0 sobre EpIA a 


Discutamos ahora y someramente, las principales ideas para 
establecer unas bases fisicomatemáticas para la descripción de 
los fenómenos del umbral en un medio excitable heterogenen , 
anisótrope y con anisotropia desigual, y extendamos a este Caso 
la fórmula de Lapicque- Hill, así como la nueva fórmula que se 
obtiene de la aproximación cuadrática a la cinética del moda 
dominante  (fármula que en el caso del miocardio parece describir 
mejor los resultados experimentales referentes «a las curvas 
intensidad-duración, como ya fue señalado). 


Fartiremos nuevamente de las_gcua iones ALYYJ] escritas. en 
términos de (y = Va =- Va y w=w - We (apartamientos de las 
variables de estado del continuo formada por las membranas 


excitables respecto de sus valores de reposo). 


Am (Cm 2Y |, A A o O eSe- f:6:) 5 de 


+ AA 
Io F[(W,w) Lee rti Es) 
dt 
ee Y, 3 a 2 A 
sie da AA cs E 0 EG GV ,.G6= febe + fiGio y 
Cl= ficGi. G. TeGe 


p, 


ad dl 


Aún cuando el sistema sea homogeneo, de modo que - las “Sratci 


Pe. — aos a o S A Sr de O O 


de volumen fi, fe y los tensores Gi y e asi como la fracción de 


área de membranas ms no varian de un, punto a otro del medio, 


el termino y, EA (fe Be 61 da Y 2 que describe el 
2 (fe Te + fi 61 2 


acoplamiento local entre el continuo de las membranas excitables 
(variables de estado Y y w) y el. conductor de volumen equivalente 
a los tejidos (variable de estado XS ) en general no se anula. 


En efecto, dicho término se anula siempre y cuando CteRe el fi01) 
A (fee + fiLi) 


= KI E i3 ] donde pes es una constante independiente del 
Esto considerado e 1 es el tensor identidad., De esta última 
condición equivalente (1 -— K) fe Ge = (1 + K) fi Gi. Poniendo los 
ejes xgyaz en las direcciones principales de anisotropia, ésto 
quals a su vez a la condiciónde anisotropía igual: : 
Ge,xx _ Gerayy, Gle,zz _( 1 + Ki fi E 14 ] 
Gi.xx " Gi.yy  Gizzz (1- K) fe 


Entonces. cuando la anisotropía no es igual, aparece un termino 
de acoplamiento, entre el continuo biceléctrico pasivo y el 
continuo bioeléctrico activo que se distribuye a través de todo 
el volumen del tejido blanco de la estimulación y que se combina 
con el acoplamiento entre esos mismos continuos que se produce en 
la frontera del bidominio. eii se verá a continuación. 


Teniendo en quenta que 7. pon E VÍ resulta: 


Vo [2 Cfe Csz E E), ls ¿Le a e Cer ) E 22 


Cc eGe+ G 
+0 fi ¡Ce yy - fe Aa 23 + fis po E a 1151 


Entonces: aún cuendo el sincicia electrico sea homogéneo a escala 
mesoscópica, si su anisotropia es desigual aparece en la 
ecuación deevolución del potencial transmembrana un termino que 
es el equivalente tridimensional de la función activante de 
Rattay en el modelo unidimensional de la fibra excitable._, 


¿Factorizando el campo de densidad de corriente exógena J/4,F)= =I(H E 


resulta que dicho término de acoplamienta puede reescribirse como 
el  producta de la corriente global 1 (t) con un factor de Torma 
para el sistema electroda- ¡tejidos,- 


Elé1="w EL Cte És 11 $1). 71, FR 007 tas 


Consideremos ahora un tejido excitable que debe representarse 
mediante un bidominio heterogénea y anisótropo. Fara simplificar 
el. estudio de los fenómenos del umbral supongamos nuevamente que 
en la escala de tiempo de interes la activación se puede 
considerar instantánea y la acomodación inexistente.—-En ese Caso 
la ecuación que describe la polarización del continua formado por 
las membranas excitables puede escribirse así: 


Lu lon E + Jion (v) ) = VCC VW) + TH FF) e e 


L 


Supongamos además que Ab Y la resistencia Rm en un entorno de /Y 
= A son constantes. Definiende una constante de espacio tensorial 


52 - Ru E (ver Suárez Ántolas 1991, cap 4. pp 86-38) la 
M 

ec-L 17 ] puede replantearse de la forma siquiente: 
Tor Y D > 
e AO E A AVAL 0) 2 TEE (E) 


(de d 


donde FR. (F)= (Ru/o,, yn 


=d 


A 


Y 
dd 


FF) 


Ses LA. la región de intlueneia del. Sleetrodo «sobre ap “ecjia 


blanco, y sea L¿0k(F)Y una sucesión ortonormal formada por Yas- 
funciones de correspondientes al problema mixto > contorno: 


sobre 3, 4 . Los correspondientes OS propios se 
representan por por a, a l 


Para lo que sigue necesitamos la siouiente relación (que se 
desprende qe los teoremas de Green): 


<wfl Ve CÁFVO) > Elf am v.CAs vale fra, vu) Y + 


+ fp" MaS Yu dS == axe e Vue SES 19 


Teniendo en cuenta Re At e A XV ke lv >= = [UA que 
Ve (X% VUk)= pacha Uke >; 


M — 
que NAF se anula sobre Dia y que as 0 VVR se anula sobre 
des ) de [ 19 J se a ques 


<wk 1 VelAs Y0)> = - paa 2 At+ [ag ño. vud $ - for. 3: vue dS 


A, [20] 
— 2 
Fongamos ahora Y (t,F 1 = E [+) UteL E ). ' 
Proyectando sobre obtenemos, 4 partir de [ 18 J], suponiendo 
además que gq (v) = pv= Es ias en, cuenta que en la frontera 


del  bidominia > a YvV al a, CE E: AT ? (ver A[9J7] en 


este mismo capítulo y que 


704 ye TIN EA dd 
Ta AAA 04 + Bn po 


En PEA dE 3 Tp) Ap A ) a _Mepyr Ap Ar 


au0l foro be FT JAY +[ QA EE) [21] 


(Aqui TL = <vkl vp Y >> [048 ro (EE y se verifican 
P> ¿Pe 
las expresiones correspondientes para YJkpor). 


Además —supusimos que (TAO sobre Into « Euando 1 (t) se 
anula, de [ <1 1] se obtiene un sistema de ecuaciones de 
evolución no lineales, en términos de las amplitudes de modo, 
análogo al que ya estudiamos en el caso de una fibra excitable, 
pudiéndose analizar el fenómeno del umbral de la misma forma que 
coma la hicimos antes. Resultan «sí amplitudes criticas Ák.u para 
los modos desacoplados, siendo la condición de excitación para el 
primer mado desacoplado que Apttd en algún instante alcance el 
walor umbral A que 


Linealizando la ecuación de evalución para Azx(t) se tienes 
2 _ 22 
n Ll (A E Ad + Tm Ky TI Ct £ J 


donde, por definición hemos puesto 
A 


sl ES Pol EJAV a f0,15) zi, (Ra po E1r))dS 23 1 
Xu WN, La S a 


at 
pS 


E 


A. partir de [ 22 ] y de la condición de extitación formulada: : 
términos de la amplitud del modo uno se obtiene y 
fundamentación de la teoría de Elair de la excitación para un 
sincicio eléctrico heterogeneo y anisótropo, Como el miocardio, 
se desprende una funcional de excitación y se deduce la fórmula 


de Lapicque-Hill; 
lu (tp) =___ RL 0 0 2>- 


E 1 -—- exp [ tp/ts 1] 
A + (pm /9,)) 
S = R 5 S 
IrRb 14 POCA sn Lem K,) [ 25 1] 


donde “Cm K; viene dado por la fórmula [ 23 ] 


siendo tg = Tr 24 1] 


Se ve que el efecto de la corriente global aplicada se produce a 
través de dos vías: una, sobre la frontera del sincicio, en la 
superficie pray de la región de influencia del electrodo que 
es parte de la frontéa del tejido blanco la otra, en el volumen 
mismo del sincicio, sobre toda la extensión de la región de 
influencia ¿£, del electrodo. parecen entonces dos factores, 
que fuerzan la evolución de las amplitudes de modo para el 
sistema electrodo-tejidos considerado. Uno de estos factores de 
forma se asocia a la interfase -: entre el bidominio y el conductor 
de volumen extratisular en el que se encuentra el electrodo. 


El otro factor de farma se asocia a la parte del  bidominio 
polarizado por el electrodo por acoplamiento local directo y que 
es la región de influencia q cuando se la idealiza mediante 
une región finita. Este último factor de forma podría originar un 
efecto hiperpolarizante análogo al que se observa en una fibra 
excitable. Este punta merece ser investigado en detalle teniendo 
en cuenta que ambos factores de forma actúan simultáneamente 
sabre el tejida excitable.- 


Llevando la aproximación hasta el orden dos en la amplitud del 
mado una se obtiene nuevamente una relación del tipo: 


lu (to) = IRLbCA+ ¡EEES ) 
2 


a 


2 

P 
Aquí tanto YRb como ts se modifican respecto de sus expresiones 
[24 3] y [ 25 ] correspondientes a la aproximación lineal en el 
conjunta de decaimiento, pero el producto Ts Xx RL permanece 
constante, al iqual que en el caso de la fibra excitable (0 sea, 
na. varia la carga umbral limite al pasar de la aproximación 
lineal a la cuadrática, en el conjunta de decaimienta). 


Finalmente, €s posible tener en cuenta el efecto de los procesos 
de activación Y recuperación de las membranas en el análisis 
modal no lineal, de forma análoga Aa Como ésto se tuvo en cuenta 
en el Capitulo Yi. Una teoría de tres factores de la excitación 
se puede formular para un sincicio funcional (como el miocardio a 
el músculo lisa visceraldi llevando a cabo un análisis modal a 
partir del siguiente sistema de ecuaciones de Campor 


0] 
ip 


e 


ES pola do 7) 


cz 27 a 0 00 001] Hd 09 4 don 77 297 2 0) y Vol V0)+ A 3] t 26b]' 


ms 
ó IWZ Rol - pow) 
| ES 


E 26c ] 


Estas ecuaciones, en la que N es la variable de activación y w 
] es la variable de recuperación. ( G4mbas referidas a sus valores de- 
E reposo) y son una trasposición de las ecuaciones Vi (C) [24] para 


Ñ la fibra excitable al caso del  sincicio funcional. Los 
coeficientes 2nq son inversamente proporcionales a la fracción de 
ó membranas y se  encuentrar sotetides a las restricciones 


establecidas en VI (C). Desarrollando los campos y (t, ? 1/9 (ta P) 
w  (t, PP) en términos de la funciones propias del operador 
(positivo) — Yo Eé0ov...) cuyo dominio es el espacio Je, las 
funciones de Laca) que verifican v = O sobre Ida y mo Cs. VU=0 
sobre DH “« se puede llevar a cabo un amálisis modal sobre bases 
) análogas a las establecidas en el Capitulo VI, introduciendo 
e luego un conjunta de decaimiento, un conjunto umbral y un 
conjunto amplificador. 


Desacoplando las amplitudes del modo uno, para cada una de las 
variables Y « Y Yy W, de las amplitudes de moda de orden superior a 
linealizando as ecuaciones de evolución resultantes en el 
- correspondiente conjunto de decaimiento e introduciendo una 
variedad lineal como aproximación al conjunto umbral, es posible 
extender a un sincicio funcional los resultados obtenidos en VI 
7 (E). 


Todo el proklema se ha reducida ahora a JGeterminar las funciones 

- y valores propios del operador VCC E 0 Y.) con condiciones 

ixtas en la frontera de la región de influencia del electrodo. 

Las soluciones dependen de la mencionada región de influencia (su 

fcrma Y dimensiones) asi como de las propiedades del campo 

E tensorial C que describe la "dispersión" de la polarización a 
través del continua formado por las membranas excitables. 


: . 4, 
ES El problema puede abordarse siempre recurriendo al metodo 
murerica de los elementos finitos (Ames. 1992, cap 3) 


replanteándolo cama problema variacional ( buscando el extremo 
5 de una funcional apropiada del campo + (Rm) ). 


En algunas situaciones más o menos idealizadas es posible una 
- aproximación analitica empleando  cocrdenadas curvilineas Y 
separación de variables en la ecuación de campo. 


j Eventualmente se pueden utilizar tambien métodos variacionales 
aproximados, como las que describen Stackgold (1977), Segel 
(19872 («€ ' Zauderer (198791, pará estimar los primeros VYalores 
Si propios. 


En el casco del miccarddo ventricular: la dirección de las fibras 

varia suavemente al pasar de una capa muscular a Otra, avanzando 

EN desde el endocardio hacia el epicardio (ver, por ejemplo Ch.Kay 
(ed), 17974, cap 18, p 2241. 


En una primera aproximación podemos suponer (Suárez Ántola, 1991, 


Cap. 4 í que el tensor es tal que sue direcciones principales 
o y sus correspondientes componentes principales son constantes en 
los puntos de cada capa muecular (plano z = constantel, pero las 


direcciones principales ejes == e y 1 van rotando al aumentar  z 


der eje z es la tercera direteión principal de ver Sor: e y 


ES TA OA 


es a 2 Ae eN E 
po : > 


misma tiempo es' eje de rotación de las otras dos direcciones -.. 
principales de versores 2, y 2 ) según una función determinada. 
experimentalmente. 


A E 

Entonces € = Car Es +C22 220 Ez +G322083, siendo Sy = E% 
la dirección de las fibras en la capa considerada. Introduciendo. 
una terna de versares ortogonales fija Zo, Po, Ao) sE xlz) . 
es el ángulo que forma Pyu= EY con Fe) las coordenadas Na, a, 3 
respecto del triedro móvil de versores Py, 2% EA se relacionan 
con las coordenadas Ma Ya Z del mismo punto respecto del triedro 
fijo de versores do) Te, KA mediante las ecuaciones: “: 


x4 = 15 sen A(z) + y cos (2) E : L 2731] 
x2g = > Xx cos X(1z) + y sen (2) t 27b] 
Xy = 2. 1 t 270] 


En ese caso si las componentes Em. . Cea Y Lz3 Permanecen 


constantes, A 
V. CO. Vw) Ca 2 + aa + (132% e 


9%? dx, > 7A2 
Efectuando el nuevo cambio de variables Yi= "Alo Céóc liz 1,.2,3,) 
obtenemos finalmente que A “4 se puede reescribir asi: 

IW cn a 
9_ar = vv 
(et ant IE? ? E [28 ] 

La region ¿A en el espacio de las variables Xx Ys ZE Se 
transforma en una región e y en el espacio de las variables 


Ya, , f3 , siendo las 5 condiciones en la_frontera a /F,, %A)= 0 [27%a] 
290 7 y . 
Ica E Mp. es + SE mn e2+ UG E Ms. e3=0 


sobre 2497 (que AS 2 24% DI 129] 
sobre del 4, y (que corresponde a dIdly > y respectiva mente. 

Aquí MF es el versor normal a dildea, y dirigido hacia el 
«terior de 2 y en el punto tx, $2, E ) considerado. Fero 
si 9 4 se encuenta incuíida en el pláno z = 0, dl y, se halla 
en el plano F; = 0, de moda que Rp =- ey (si el eje Z positivo 
apunta hacia el epicardica, sienda z = O el plano del endocardio). 
Entonces la condición de borde sobre DeZ 4,5 se reduce 
simplemente a CJES =0[ 30 1] 

3 


Para un electrodo que en un conductor de volumen isótropo genera 
un campa de densidad de corriente con simetría de revolución, 
cabe esperar que la región de influencia en un medio anisótropa 
CON a el que estamos considerando se pueda aproximar 


razonablemente por media de un hemielipsoide en la variables *X1, %2,4%G. 


Esto en las variables originales Xx Ya 2 corresponde a un Cuerpo 
que se obtiene rotando cada una de las elipses paralelas al plano 
del  endocardio, que componen el  mencicnado  hemielipecide, un 
ángulo eltz) = XX (%) función de su distancia al endocardio. 


Asia el problema de hallar las funcicnes y los valores propios 
del operador se reduce, en el casa considerado, «aun problema 
clásico ya resuelto.- 


Asimismo, el cambio de variables [ 27 ] puede utilizarse, Junto 
con una  linealización apropiada de la ecuación de Campos para 
estudiar la propageción electroténica de la polarización €n el 
múscula ventricular, a partir de las soluciones ya conocidas de 
la ecuación del cable lineal tridimensional que presentan, par 


“ejemplo, Jack, Noble y Tsien(1983, cap. 3). 


ya instalado, propagándose a través de la masa 


Ahora dirigiremos nuestra atención hacia el potencial de atción 
celular. 
Centraremos el estudio en la velocidad de propagación: su 
dependencia de las variables locales de las membranas excitables, 
de las componentes del tensor de dispersidn de Ja polarización y 
de la curvatura del frente de despolarización que caracteriza la 
llegada del potencial de acción a un punto del continuo extitable 
que representa al tejido biolégico en el modelo de bidominio.— 


Fosteriormente intentaremos relacionar la. familia de regiones 
críticas que hemos hallado al estudiar los fenómenos del umbral 
en sincicios funcionales con ciertas curvaturas críticas del 
frente del potencial de acción, Ccurvaturas tales que una vez que 
son superadas la propagación autosostenida de la excitación ya no 
es posible. Así nos habremos aproximado a los problemas del 
umbral en sincicios funcionales desde dos puntos de vista 
complementarios: el de la génesis del potencial de acción por un 
lado. y el de las condiciones geométricas para su propagación 
estable por el otra lado. Con esto habremos alcanzado el último 
de los cbjetivos principales perseguidos en esta memoria.— 


S 


mps - LAA 
- 20D) Velocidad de propagación del pulso rápido y del pulso*Te 
e en un bidominio anisótropo pero homogéneo, cuando el frert: 
de onda es plano: método de Kompaneyetz y método” “ye: 
perturbaciones singulares e 


A pesar que los modelos de bidominio pueden relacionarse con los. 
A aspectos morfológicos y fisiológicos de los tejidos a los que se 
aplican en forma mucho más precisa que las trasposiciones a 
dichos tejidos de las ecuaciones de campo para los sistemás 
fisicoquímicos de reacciónedifusión, han sido estas últimas las 
que han servido de base a la mayoria de las investigaciones 
fisicomatemáticas sobre la propagación de la excitación en 
sincicios funcionales.-— 


El estudio de la propagación de excitaciones en sistemas 
fisicoquímicos que en reposo son homogéneos e isótropos ha 
surinistrado numerosos resultados que posteriormente han sido 
empleados intentando comprender la propagación del potencial de 
acción en los tejidos excitables (Krinsky, 1984. Winfree, 1987; 
Zipes y Jalife, 1990).- e 


Entre estos resultados debemos destacar por su importancia la 
fórmula que relaciona la velocidad ' de propagación con la 
curvatura del frente de onda en un media bidimensional, homogéneo 
e isótropo, ya sea un medio plano (Zykov y Moarozowa-, 19803 Zykov, 
1987) ya sea un medica bidimensional curvado (Meromn, 1991; Davydov 
y Zykov, 1991). 


La extensión de esta relación a un medio homogeneo, isótropo y 

tridimensional es casi inmediata, pero fue realizada al parecer 

solo recientemente (Grinrod, 1991) para los sistemas no lineales 
Ñ de reacción-—-difusión biestables. Todavía no ha sido considerada 
en el marca de la teoria de bidominios propiamente dicha: en este 
último contexto recién se ha comenzada el estudio de la 
propegación de los frentes de onda planos (ver el artículo de 
Flonsey, en  —Uthmer (ted) 1989) partiendo del trabajo pionero de 
Mueler y Markinm (19782) sobre la velocidad de propagación de ondas 
planas en un continuo excitable bidimensional anisótropo y 
Ée homogéneo. Estos autores adaptaron para el casa de un medio 
bidimensional el método de cálculo de Kompaneyetz y Gurovich para 
la velocidad de propagación del potencial de acción en una fibra 
- nerviosa amielinica. (Sobre el método de Kompaneyetz y sus 
desarrollos posteriores, debidos a Markin Ehizmadzhev . 
Pastushenka y otros, puede verse¿Scott, 179773 Volkenstein, 179283 y 
Valkensteinm, 1985)l.- 


Se supone que en un punto del media excitable, cuanda €l voltaje 
transmembrana alcanza un valor crítico vc ., se desencadena una 
historia de densidad de corriente primero despolarizante y luego 
hiperpolarizante, que se idealiza mediante un perfil como el que 
muestra la fig. %.- 5 


La densidad de corriente despolarizante, ascociada « la apertura 


de los canales de sodio, posee amplitud Jy y duración ty : 
pea mientras que la densidad de corriente hiperpolarizante posee 

amplitud la y duración tz . Se verifica Ja ta = da ta- 

Cuando Cm Ve es  pegueña en comperación con Jq tg y cuando la 


conductancia de la unidad de área de la membrana en reposo puede 
despreciarse, la velocidad de propegación del potencial de acción 


viene dada por la fúrmala: UU P- EAT EOS c4 7 
TC, 279) ve 


(ca) olonde 


a, eS et ra clio ZO 
a 1 y 


siendo rs la resistencia por unidad de longitud del medio en la 
dirección de propagación. (Volkenstein, 1983, p.1896).- 


Fara un bidominio homogéneo e isótropo 214 lr=É0 yosenas Xm. la 


fracción de membranas y Ce fi fe Gi Ge el coeficiente de 
fi Gi + e Ge 


dispersión de la polarización a través del continuo formado por 


las membranas excitables.- En este caso se verifica: 


PA ¿¿ÓÓÓ[A[ ZP, 
P=| Cc Y 
a yA Cm*+ Ve 
Supongamos ahora que el bidominipo es homogeneo pera anisótropo.- 
Si la densidad de corriente J se anula, el campo y  (t,¿ 1 ) 
verifica la ecuación . A 
A Am(Cm 32 + Yion )= Ve Co Vw) (21 
com € constante. Un frente de onda plano que avanza en 
E S PA > 
dirección del versor e puede representarse asiz Y (t.¿rPr)= yv (PF) 
con Ez Zer - $t siendo a la velocidad de propagación en la 
dirección considerada. Sustituyendo v = y ($) en la ecuación de 
campo [2 7] se obtiene: 


liv y, Lucm Dolo - LuJinm =0 OS 
A a pas A 
AFA Y, ¿.> ¿F 2. 6.e 

Aplicando el método de Kompaneyetz a esta última ecuación, se 


obtiene la siquiente expresión que es una generalización de la 
fórmula dada por Flonsey (en Othmer (ed), 1799899): 


b A ——D 
PORN T,(P.Cd 0.2) E 
yA Cu? Ve 
para la velocidad de propagación de un frente plano en un 
bidominia anisótropo pero homagsnes . (La [43] se obtiene de la [11 
si se iquale Pp con m/2. Co e ). Introduciendo los componentes 
Ñ - % E Y < 
principales Cp: Eoz y Ez3 del tensor de dispersión electrica 
€ y; de la fórmula [ 4 ] se desprende la siguiente relación entre 


dichas componentes y las correspondientes velocidades de 
propagación del potencial de accián IÓ 2 Lo = 1] 
¡AL o Es> 


Esta última relación deberia verificarse en todos los casos (para 
todos los estadainiciales de las membranas, aún si se altera el 
umbral y atros parámetros de la excitabilidadl.- 


Esta es justamente la que halló Clerc (19/76) en sus experimentos 
clásicos sabre miocardic. Aunque la interpretación mediante 
cables unidimensionales equivalentes que dicho autor dio” a sus 
propios resultados experimentales. la luz de los conocimientos 
actuales ya no es admisible. Ver Suárez Antola, 179%. (Los 
psrámetros Cdie/Ym 

se miden en forma independiente a partir de la propagación 
electratónica de la polarización de las membranast.- 


Consideremos ahora el efecto de los procesos de activación y 
Fecuperación sobre la velocidad de propagación de un frente plano 


del potencial de acción en el continuo de las membranas 
excitables. 


fl aplicar el metoda de Kompaneyetz pera calcular la velocidad de 
propageción del cotencial de acción es necesario determinar los 
parámetros Ue y Ya z 


eS Po. mes a o 


Si la activación de la corriente despolarizante 


" fuera “.. 
instantánea, VYc podría igualarse a umbral uniforme de membrana 
vu. A partir del instante en el que v = vu, se supondría entonces 


que comienza la historia de densidad de corriente iónica, con una 
primera fase de amplitud equivalente J 44 y duración t4u4 +. Pero si 
existe un retardo no despreciable en la activación de los canales 
iónicos, la historia bifásica de corriente iónica comenzará 
recien para un valor y = ve mayor que vu y esto último afectará 
la amplitud equivalente 1, + 


En una primera aproximación supondremos que Tos - 

A tu 
Jan fe o Co e) 
e A 
ya cr Vr 


Uta — Va 
de modo que si Po = 


puede reescribir así: 


Ad 


Introduzcamos ahora el retardo de una forma parecida a la 

empleada en el modelo de Fishman que discutimos en 111 (KR). 

Supongamos entonces que si v (fF) £ We ) TVion 2 -Q de modo que de la 
o Mo 

ecuación [ 3 ] se obtiene, poniendo B-= % A 


Lin e ln E Do le Ln O 


LL — te 
AFA cree er Kmo €. Co € 


el) 
Teniendo en cuenta que, por definición F=?2.P- Bt y eligiendo 
el  crigen del tiempa de forma tal que en el punto considerado 
del continuo se verifique y (0) = vuz la solución de la ecuación 


[8] que representa un procesa de despolarización electrotónica 


creciente viene dada por N/ 0 SN donde , por 
definición: +) va ef 


- aaa” Da 
2 
Mo = — Ln Ce Do ha a Cr Bo + q E 10 1 
A — dd — —» 
2l2,C.e ) 28, c,8) Fo (Boca) 
Si una vez que y = vu el proceso de activación de los canales 
iónicos posee una duración AE, para F¿R=-BDAt tendremos ULE ): ve. 
Hol D.At 
Sustituyendo en la fórmula [ 9 ] resulta: WM. VU e rt 11 1 
Esta relación junta con la ecuación E | noJfda, a AH Vez: 
o e Lia 
PAY — A 
La LT 11 1] (que puede ser utilizada en un proceso de 
aproximaciones sucesivasl nos da una estimación del efecto de un 
“etardo ATE- en la activación de la corriente despolarizante, 
sobre la velocidad de propegación. El retardo At puede ser 


interpretado asu vez como un retardo equivalente que resume el 
efecto de una distritución continua de tiempos de retarde 
asociados a una (o más) variables de activación, tal como se hizo 
en 111 (2) y (Dd para una membrana uniformemente polarizada. 


£i efecto de los procesos de recuperación de la membrana puede 
tenerse en cuenta a través de las alteraciones QUe esos procesos 
provocan en vu y d¿q4 flaumentando vu y disminuyenda dq4): a medida 
Que las variables de acomodación se apartan de sue valores de 


reposo; - el valor del potencial transmembrana sobre la- variedad 
umbral aumenta (o seas Yu aumenta), lo cual, a su vez, tiende a 
disminuir J4q +. 


Aplicando el método de Kompaneyetz, se encuentran en realidad dos 
velocidades de propagación y dos pulsos. Uno de los pulsos, cuya 
velocidad hemos estado considerando, es estable y corresponde al 
potencial de acción. El otro pulso es inestable: si es perturbado 
tiende ya sea a desaparecer, ya sea a crecer hasta convertirse en 
el pulso estable (ver Volkenstein, 1983,pp 183-187 y Scott, 1987, 
pp 104-108). Cuando la conductancia de la membrana en reposo no 
es despreciable, pará un frente plano obtenemos (simplemente 


sustituyendo Ys por _M_ en las formulas halladas por Markin y 
Chizmadzhez): T, ¿Je , 
9 2) "ACATDN 2(e é, 26.c.2) [u.tec. 2) (és Co?) 2. 13 1 
= —__—_—— de 
z Ve Yum m* RmoCm Lu We rm Cm? MITA 


para la velocidad del pulso rapido (estable) y 
» 2 (E,C.38)/ 1% 
0, (2) = E clt8s e de Let, It, + ta 2 r 14 ] 


para la velocidad del pulso lento (inestable). En ambos casos Cm Ve 
se supone es pequeña respecto de Jq¿tg» En el caso de la 
velocidad del pulso inestable se ha despreciado el efecto de la 
conductancia de la membrana en reposo, dada por Gmy = Bn» - Cuando 
Guo aumenta, s disminuye y 4% aumenta, hasta que ambas se 
igualan y la propagación ya no es posible. 


Cuando Bnmo puede aproximarse a ceros la formula [13 ] se reduce 
a la formula [ 4 J] que es la versión, para un potencial de acción 
con un frente plano en un sincicio anisótropo, de la formula de 
kompaneyetz para una fibra amielínica (formula [1] de esta misma 
seccion). 


Se ve oue cuando Veo aumenta Y «Ll, disminuye 0 disminuye mientras 
que u aumenta, de modo que nuevamente van a terminar por 
iqualarse, pera ahora para un valor lo bastante pequeño de H4/vc. 
Cuanda ésto ocurra la propagación del potencial de accion ya no 
Va a ser posible. ; 


€ tias 

Dibservese que el valor critico de d44ve no depende de la 
- : . - 7 

dirección de propagación del potencial de accion. 


Ob tf. IA ; EE RA A x b 
)servese tambien que la propagacion se interrumpe porque 0 
disminuye hasta un valor critica Dc, que es siempre positivo, 
cuando la  intersidad del procesa de  acomodacion Crece lo 
suficiente. 


Coma ya señalamos, el efecto de los procesos de acomodacion 
produce una disminución en Ta ICY e Esto es lo que debemos 
considerar ahora, en una aprox imación, que pueda extenderse 
posteriormente al estudio de la relación entre la velocidad de 
propagación y la curvatura del frente de onda. Kecurriremos a una 
combinación del método de Kompaneyetz con el métoda de 
perturbaciones singulares tal comc lo desarrolla  —Zykav (1987, 
Caps. 3 y 7). 


mr 


a 


Partamos "de las ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo extendid. 
de un sincicio funcional anisotropo: 


Xu (Cm sr + JW) - , pda = Vo te, e 74) ode 
= Polm— poto) 


Introduciendo la constante de o Ds ER Y definiendo el 
parametro £=(m ¡To ) obtenemos[(T Z “po “yo y: 


Ta 2 nd Ruso = Ve (Ra CG. Vo) 1 isa 


o $, 

(Y  (v) es un A om de cubico en vs pero el metodo puede 
aplicarse para funciones cualitativamente análogas, así como en 
situaciones en las que la dependencia de w no es lineal). 


O o] 
Introducimos la variable Fe» r-botf ¿con lo cual de las ecs. 
[ica] y [1S5b1 se desprende, suponiendo que_, v=v (F) y w=4x/F) 
(frente de onda plano avanzando en la dirección €): 


zw + mm o de - La - Va) yo o On Va ar O 


L[ i6bal 

AF2 BP... F S.c.e c2.E.e 
Pd Py [ 16b] 

o 
La presencia del parametro pequeño É permite estudiar las 


soluciones v[F) y vw (Cf) del sistema [ lóéas ] , [ 16b ] recurriendo 
métodos de perturbaciones singulares. Para hallar la velocidad y 
la forma del pulsa estable asumimos los siguientes desarrollos en 
serie de potencias de € para v (5) = W(F) y $: 


wir VlFIr+E WÍIFI+ E? walFlero: 
wWiF)= WLF) +Et04 (Pl 4 E? [It co 
Dd =Po+ € Pus A 


Ñ : . z boo 
Sustituyendo en las ecuaciones [ 16 ] e igualando terminos con la 
misma potencia de É obtenemos, al orden cero y uno: 


wo (Fl mm Do lnols) - En JO) Un de ao LF] ses a 
dra EE?) E.) EA | 


Arz 


Lu (F)¿ nto Po de), Ln 5 Js67 


a Tuba ol7J= O c 176 ] 


4 
(AE) F als) y to 6), Lun CT iva 1] 


ce. É o e> CB. C.e) 


a, ce. - 2 Aj 178 1' 
¡£ 
— Th Do E cb 
A estas ecuaciones debemos agregar las condiciones 
Va [+0eo) = vy (TL ej = 0 [ i8a ] 
a O t 18b 1 
De C17T y [18 ] se deferenden varios resultados importantes. 
En primer lugar, se desprende que WwolFIz0 . de moda que 
WwÍ(r)= € Wal) + El Wel It teca verifica la ecuación de 
propagación de un frente de onda plano en un sincicio funcional 
furmado por membranas cuya recuperación es despreciable. La 


ecuacion de propagación para vo (F ) puede resolverse en Torma 
analítica, cuando dd (v) es un poliromío cúbico o bien cuendo div) 
es lineal por intervalos. En ambos casos se ObtieneH expresiones 
analíticas para o . áunaue Jos coeficientes son distintos en 


matemáticamente identicas a las que resultan de un anglisis por 
perturbaciones singulares de la propagacioh estacionaria del 
potencial 'de acción en una fibra amielinica. (Sobre el analisis 
por perturbaciones singulares de una fibra amielínica ver Scott, 
1977). Es suficiente poner en lugar de fc la expresión AS 
para pasar del caso de la fibra al caso del sincicio elettrico. 
Como Zykov (1987) trabaja con ecuaciones de campo obtenidas 
trasponiendo las ecuaciones de los sistemas fisicoquímicos de 
reacción - difusion al caso del miocardio, describe la dispersión 
de la polarización mediante un Único parámetro escalar que , 
desde nuestra punto de vista debe, interpretarse como 
C/ Lm donde € es el escalar del tensor CC cuanda dicho tensor 
es isotropo. 


En lugar de la variable de recuperacion que nosotros denominamos 

Ww. Zykov utiliza una variable q que equivale a Ry w y puede 

interpretarse como una corriente iónica lenta. En la ecuación de 

evolución para gq asume una relación no lineal (que no especifica) 

entre — Y d . Además toma como unidad de medida del 
9 


tiempo la constante lineal de membrana que nosotros denominamos 
en esta memorizx. For Último, plantea un frente plana que avanza 
hacia la izquierda en lugar de hacia la derecha, Como hacemos en 
este trabajo. 


Hechas estas salvedades, los resultados de Zykov se pueden 
trasladar al contexto de la teoría de bidominios. Así, obtenemos 
para la correccion Pa la siquiente Ed 


0 = E “oy li) go (F) € e [19 ] 


fp 90 
4 +0 2 CmDF DF! t 20 1 
( ; E Ao FP 
J (Es) e dy com: uy ip) o o | 


Puesto que en nuestro casa dvo (F ) es negativa Y “wa (FF) es 


y del sincicio funcional, . las: ecuaciones son 


pasitiva, Ps es negativa. Entonces , de la aproximacion Ph + obs 


a la velocidad de propagación del frente plano se desprende que $ 
disminuye al aumentar £= Lm 


Fara hallar la velocidad de propagación del pulso inestable <se 
asume un desarrollo de la forma 


Vu [Fd= uo LF) ap vE Vas Pires 
doy lFl=VE War lPl+-,.. 3 Puz VE Pus En 
Sustituvendo este ensatz en las ecuaciones [ iba 1] y [ 16b ] se 
abtiene, luego de algunas transformaciones: y 
2 


«+ 09 

A A S_Z comolr) PAP 

403 ——T A 
Toe qe oa, ¿F) a 

] NAS e dd 
mientras que yo (7) satisface la ecuacion 
Atom o LF) Xu Yi ln] 

AF (2 e a e al 3 


con las condiciones de borde vu¿a ( - 2 ) = yvu,a ( + ee  = a 


EZ 


IS 
A 


En:el-plano de las fases ( v (Y); dy. EL ¿esta solucion 


-dF 
corresponde a la órbita homoclínica: respecto del estada de reposo. 
(v= O, dv = 0), que analizamos en V (A) para el caso de la fibra 


ex»citable que D. Noble introdujo en sus investigaciones sobre el 
umbral. 


r 

En funcion de la variable  F representa un pulso (o sea una 
perturbación localizada) tal que en pá aproximacion avanza 
con velocidad VE Da, creciendo con £=- (Te/z, ) dicha velocidad. 


(El realidad es Vyo (FJ VE Var l5) ed que avanza de esa forma). 


Ef primer término en el desarrolla de v(F) en potencias de £ . 


o sea vo (f ), representa una onda de saturación que hace pasar 
el voltaje transmembrana desde su valor de reposo v = O hasta el 
valor correspondiente al estado excitado V= Ves a medida que 
avanza el frente plano en la dirección considerada. 


, 
La amplitud ve de esta perturbacion es mucha mayor. por lo 
general, que la amplitud del pulso inestable vu (f) mientras que 
su velocidad Pf, de propagación es bastante mayor que Pu + 


Nc obstante.a medida que £ crece, el pulso estable completo v(F) 
disminuye su amplitud y su velocidad mientras que aumenta la 
amplitud y la velocidad del pulso inestable, hasta que ambas 
velocidades se hacen iguales para un cierto valor critico En del 
parametro É . De ahí en más la propagacion deL otenciat de 
acción ya, na es posible. Solo puede darse una especie de 
propagación electrotónica de las perturbaciones, durante la cual 
el pulso disminuye (más o menos rapidamente) de amplitud hasta 
desaparecer por completo. 


Estos resultados del anelisis de la propagacian mediante el 
método de las perturbaciones singulares pueden conectarse ahora 
con los resultados obtenidos «plicando el metodo de  Kompaneyetz 
para la velocidad de propagación del pulso estable. Debido a los 
procesos de recuperación, tanto la amplitud equivalente Ya coma 
el valor critico We se modifican, al primer orden en €: 
Taz Trio lA € > 


ve = Mo A+E 97? donde py qoson parametros positivos. Llamando 


A 
Do = Km J40 5 a partir de la formula [ 4 J], obtenemos, al 
= aa 
CATIA 
primer orden en £ : Po B, (4 =p7). Comparando con De Do + £ O. 


resulta que — P CP + y 

A partir de la especias [14 7] para la velocidad de propagación 
del pulso inestable segun el método de Kompaneyetz. junto con la 
Expresion Puz=z VE . obtenida por el método de perturbaciones 
singulares, y empleando las expresiones para Ya Y, Ue af 
primer  crden en £ ¿podemos cbtener informacion sobre cómo varía 
tg, t, + t2) al primer orden en €. 


En todos los casos hemos visto que para un Continuo Er ¡Citable 
anisótropo pero homogéneo , tanto la velocidad del pulso rapido 

como la del pulso lento Py dependen de la direccion 4 de 
propagación del frente plano a traves del factor 


== 


és Ar 
Las componentes principales del tensor de dispersión electric 


se pueden expresar .en función de las fracciones de volumen de? 
continuos intracelulares fi e intersticial fe, asi como de Vas 
componentes principales del tensor de conductividad del continuo 


intracelular Gi y el tensor de conductividad del continuo 
intersticial Be es decir: mes 
Ckk == fi fe Gi¿kk Ge,kk (k > 1.2133) 


(fi Gi,kk + fe Ge,kk) 


Esto permite hallar la velocidad de propagacion en distintas 
direcciones en función de los parametros morfológicos del tejido, 
O Sea Lom y las fracciones de volumen, asi como de las 
propiedades de conductividad eléctrica de los dominios a escala 
mesoscópica: es decir las componentes principales de los 
tensores que caracterizan el comportamiento óbhmico a escala 
mesoscopica de los comntimuos intracelular e intersticial. ÁA 
partir de aquí sería posible discutir el efecto de diversos 
procesos fisiológicos o fisiopatoldgicos sobre la velocidad de 
propagación. Noa obstante, antes de entrar en ese análisis es 
necesario tener en cuenta el efecto de la curvatura del frente 
sobre su velocidad de propagación. En efecto, si un, frente plano, 
que se viene propagando a traves de un medio homoagenen , encuentra 
una heterogeneidad extensa que se manifiesta a través de 
variaciones en los parametros bicoeléttricos en direccion paralela 
al frente de onda, cabe esperar que éste se curve, dejando de ser 
plano. Esto  €s lo que se observa en experimentos de simulacion 
digital en medios excitablesí Zykow, 1987; Gerhardt, Schuster y 
Tyson 1990) asi como en experimentos sobre propagación del 
potencial de acción en el miocardio (Zipes y VJalife, 1990) O 
sobre propagacior de ondas en sistemas fisicoquiímicos de 
reaccion—-difusión (Field y Burger, 17983; Ortoleva, 1792). 


A ' ; y 

En la seccion siquiente consideraremos brevemente algunos 
7 2 

aspectos de la relacion entre curvatura velocidad Y 

heterogeneidad del continuo farmada por las membranas excitables. 


A nu 
A 
a 


(E) Velocidad de propa aación eras del Pratta del Petete. 


de acción en un continuo excitable tridimensional 


Heterogeneidad d y anisotropía: el concepto de frente virtual. 


En la seccion (D) precedente calculamos la velocidad de 
propagacion del potencial de accion cuando este adopta la forma 
de un frente plano, en un medio anisótropo pero homegéneo. 
Relacionamos dicha velocidad con los procesos de activación y de 
recuperacion de las membranas excitables. Utilizamos las 
expresiones que suministra la aplicacion del metodo de 
Kompaneyetz al caso de un continuo excitable tridimensional, 
para calcular las velocidades de los pulsos rápido y lento, e 
introdujimos luego el efecto de los procesos de activación y de 
acomodación sobre el potencial de acción a través de su 
incidencia sobre el voltaje crítico ve y la amplitud Jy de la 
corriente despolarizante. Las superficies de fase constante (o 
seas.« los conjuntos de puntos en los que el estado local de la 
membrana es el mismo) eran planos que se movían a traves del 
continuo con la misma velocidad, independientemente del punto 
considerado, por lo cual el uso del concepto de "velocidad de 
propagacion de un frente plano" ¡pudo hacerse en forma laxa sin 
que esto se prestara a confusión. Fero en esta parte vamos a 
analizar algunos aspectos del movimiento de superficies de fase 
constante que ma son planas, cuya velocidad de propagacidn en 
direccion normal puede variar de un punto a otro de una misma 
superficie A de una superficie de fase constante a otra. Esta 


situacion xige precisar más el concepto de frente de onda como 
superficie Luyo movimiento puede considerarse representativo de 
la evolución del conjunto de ¿Superficies 1 de fase constante que 


componen el potencial de acción. Como señala Grinrod (1991), el 
empleo de un frente de onda único para describir la propagación 
de una  perturbacion en un media excitable resulta viable en 
sistemas dinemicos que poseen una variable rapida que domina el 
comportamiento del sistema de modo tal que dicha variable rapida 
modifica abruptamente sus valores, en una Capa de transicion 
estrecha respecto de la xtension a traves de la cual la 
velacidad de propagación EE variaciones significativas. Tal es 
el casa de los sincicios funcionales excitables que estamos 
considerando, de modo que podemos utilizar el movimiento de una 
superficie de fase constante comprendida en esa zona de 
transicion coma representativo del movimiento del pulso mismo. 


En. cada casa el grado en el cual es apropiada esta aprox ¿imacion 
depende del valor de un parametro pequeño ES que controla el 
espesor de la capa de transición. (Este espesor se anula cuando 4 
tiende a cero). 


1 É ¿ER Lo de 

Comenzare por revisar brevemente la deduccion de la relacion 
- ñ y E e 

entre velocidad y curvatura para un medio homogeneo e  —isotropo, 
e . q . A 

empleando un metado que  —Zykov utilizo para medios excitables 


ES ES is A PA 

bidimensionales y generalizandolo para poderlo aplicar a la 
A de - E 

propagacion en medios excitables tridimensicnales. 


En . 1 al A 
Como el media se supone homagenea e isoatropo, el tensor € se 
reduce a Coal donde ELao es un parametra que caracteriza la 


- E : . £ 2 
dispersion de la polarizacion. En ese caso las ecuaciones para el 
continua  Termado por las membranas excitables pueden escribirse 


0 Xu (Cm e Tis (0,4) Ja GV tia 1 


y: E 
A 


o ES 


dende v representa una variable de recuperacion y € es un” 
parametro pequeño respecto de la unidad. (Para lo que sigue no es 
necesario añadir más detalles sobre las funciones F (va vw) Y 
JFion (Vs “W. Ademas el método podría aplicarse en presencia 
de una Variable de activación, de evolución rapida, tambien 
expresada en función de £ . Estas consideraciones permiten 
generalizar bastante el procedimiento utilizado por Zykov). 


Buscamos una solucion de la forma y = v (FP Ja m=w(F) con Fx 
TB. RAF E. siendo F la fase, € el versor que da la dirección de 
avance normal a la superficie de fase constante en el punto de 
vector de posicion Py en el instante t y bp es la velocidad 
local de la superficie de fase constante. 


En este caso: Y4- od w z > Ty da *y (7, rra A 

JE TF AF 
Fero en cada ¿punto de una congruencia de superfices la 
divergencia del versor normal, Yo 2 s« es iqual a — 2H, siendo H la 
curvatura media de la superficie en ese punto (Brand, 1947; 
Coxeter, 1980; Kline, 1961; Sudrez Antola, 1983; Grinrod, 19391). 
Entonces, sustituyendo el  ansatz propuesto en el sistema de 
ecuaciones Ll la J, [ 1b ] se obtiene: 


E) (A 2 ye) - E Ze Testi) y 1 283 
Ade e Fly) 1203 


Cuando H=0en todos los puntos, recuperamos los frentes de onda 
planos estudiadas n la seccion (D) precedente, que ep cali 
a «d¿rbitas homoclínicas v (+0) = 0, u (+0) = 03 y (-c<0) 

Y (Tee) = 4 y que se desplazan con una velocidad 9 = Dr llz os 
independiente de 2 (puesta que estamos considerando por el 
mementa un media excitable isdtropo y homogéneo). (Denominamas 


ahora Pa a la velocidad de un frente plano para distinquirla de 


la velocidad de un frente curvado). Entonces  introduzcamos 
los nuevos parametros 4 Za 
ñ p go ras 9 7 = p e 26 H E 5! 
97 A Cm Jm ' 
y EF E —= [o3b 1, de modo que [ 2a J.l 2b 1] pueden 


reescribirse así: 


Ea A) Re E Lin lo, 4) O [ 4a J] 
dl -05% ib. EXF Aya) +? - 


Entonces, el sistema L %a 1], S 4h 1 ONE una solucion en 

Y 
Torma de pulso estable cuando Ora po. (€*) siendo A lE)ia relacion 
4 


entre la volocidad de propagacion Pr de un frente plana y el 
parametro de acomodacion € - Teniendo en cuenta las ecuaciones 

Se A 
Ll 3a ly £ 3b Jl, esto último aa a la siguiente relacion 


entre DP, H y £ le 26H. ES ES 


[O 1] 
Cm X, Xm 
Aproximanda Pz al primer orden en ¿HE E Dro + € Boy) obtenemos, 
R  pertir de [5 1, una ecuación de segundo grada para la 
velocidad $ del írente curva. La solución positiva de dicha 


A 
ecuacion es: 


9-1 (0, + +26 + LN Oro + 5% LGA ) 12CHBx, ES 
z cm Y, 2 Cm 44 Cm Xy 


a o 


Como Pra es negativo, segun vimos en la parte (D) de este- 
mismo capítulo, mientras que Oy debe ser positiva, la expansidn 
de Pr al primer orden en .€ - posee sentido siempre que Pr se 
mantenga positiva. Por su parte la velocidad Y del frente curvo 

debe tomar valores reales (positivos) solamente, si ha de 
describir la propagación de un potencial de acción (o sea la 
propagación sostenida de una perturbación). A 


Esto trae como consecuencia (ver Zykov, 1987, cap 7) que la 
curvatura  H debe superar un valor PE Hcr, que en nuestro 


a dad la f la Hor - Su Xy E [7] 
caso viene dado por la formu r Lo LO, + €9z, ) 142 Po 9 mE) 


A este valor de la curvatura del frente le corresponde un valor 
crítico de la velocidad de propagación 2C, H 
cr 


Der = P7o +E Pz a Ey er | [8] 


(Todas estas fórmulas se verifican al primer orden ené ). 
La fig.» % muestra la relacion entre y H para £ fijoz la fig. 6 
muestra la relacion entre Hcr y £ 5 la fig.“ Y muestra, para 
diferentes valores de € . la relacion entre b y H. (Observese 
que [81] puede reescribirse asi Der _ Cé Her ) 


ps 2 ES 

Los valores y Positivos de H corresponden a frentes Aue en  —eSs0s 
puntos son cóncavos en la dirección de la propagación. A medida 
que H crece a partir de Her y aumenta la velocidad de propagación 
$ a partir de su valor crítico Ocr .« Fero un frente convexo en 
cuyos puntos la curvatura H es inferior a la crítica no puede 
propagarse en forma autosostenida. Así pues, Como señala Winfree 
en su prefacio a la ¡Araducción inglesa del libro de Zykov (Zykov, 
1987) una excitación puntual en un medio bi o tridimensional no 
podra propagarse a las regiones vecinas a menos que un disco 0 
una esfera de radio lo suficientemente grande sean excitados al 
comienzo del procesa. En el capítulo 6 de su libro, Zykov afirma 
que la Sxistencia de un Malor crítico Hara al introducir una 
limitación a la propagacidn estacionaria en un tejido excitable, 
"suministra una explicación cualitativa del hecho 
experimentalmente conocido de que sólo es posible provocar una 
onda en un tejido excitable por un electrodo estimulador de area 
lo suficientemente grande" (Zykov, 1987. pp 117). 


En el casa del miocardic, Lindemans halla experimentalmente, en 
1977 (ver el trabajo de Sinnmaeve, Willems y  Strootbandt, en 
Bubert y Hector fedsla 19831 que es necesario despolarizar por 
encima del umbral uniforme de membrana una masa crítica para 
poder desencadenar un potencial de acción: esta Ultimo, además de 
confirmar cualitativamente parte de los resultados sabre las 
regiones críticas que obtuve en la parte (R) Je este capítulo, 
nos conduce de lleno al problema de la relación entre propagación 
Y génesis del potencial de acción. Antes de considerar ese 
problema  —cuya análisis constituye el último de los cbjetivos de 
esta memoria-— vamos a estudiar brevemente algunos aspectos del 
efecta de la heterogeneidad y la anisotropia del media excitable 
sobre la relación entre velocidad de propagación y curvatura del 
rente de onda. 


E 


Si “el medio ¡excitable es héterogeneo, pero en la que se refiere” 
la dispersión de la polarizacion descripta por el tensor” C. 
todavia isótropo, la diferencia con el caso homogeneo aparece em 


que al calcular VA(É os Yo) en la ecuación para el voltaje. 
transmembrana, se obtiene CV2Ar + VCe VA. en lugar de C Va 


solamente, y en que, además, (€ depende del punto del continuo 
excitable considerado. 


Esto último impide aplicar en forma estricta el procedimiento que 
hemos utilizado en esta parte, pero si e no varia 
significativamente a lo largo de la distancia correspondiente a 
la escala espacial del frente del potencial de accion, «podemos 
considerar que C permanece aproximadamente constante en cy o Y 
en ese caso utilizando el mismo tipo de ansatz que nos condujo a 
las ecuaciones L[ 2a ] y [2b JJ] obtenemos, despues de varias 
operaciones y siempre al primer orden en £. , una formula para la 
velocidad de propagación $ que difiere de la formula [ € 1] 
solo en que aquí H aparece sustituida por H -2 Lo V(los. Sie > 


es done siempre) el versor normal al frente de onda en el punto 
considerado y Cu £s un valor fija de Ll, representativo del 
procesa de dispersión de la polarización y que se introduce para 
adimensionalizar el argumento del logaritmo. 


Como. COnmsecuencia, si [disminuye en la dirección de la 
propagacidn del frente de onda en el punto considerado, ésto 
equivale a disminuir la curvatura del frente de onda en la 
formula [6 71, o sea la velocidad de propagación del potencial de 
acción en el punta considerado ser menor que la que tendría en 
un medio homoageneso con ese mismo valor de, C en todas partes. Por 
el contrario, si £ aumenta en dirección del versor E m la 


velocidad de propagación debera" aumentar can respecto a la de un 
medio homogenea . 


Coma e. v CC depende de e ¿anuléándose incluso cuando 1 es 
aa aVC. resulta entonces que la velocidad de propagacion 
en un medic excitable no homogéneo depende de la dirección de 
avance del frente de onda: la heterogeneidad conlleva la 
anisotropiía en la propagacion, al igual que en el caso de una 
fibra excitable representada por un media unidimensional. For 
ejemplo, <i varia el radio de la fibra, la velocidad depende del 
sentido de la propagacion fScott, 1977; Tuckwell, 1988) hasta el 
punta en que puede producirse un verdadera bloqueo geométrico 
cuando el incremento del radio es demasiado brusco en el sentido 
de avance del potencial de accion. 


La formula C= fi (1 -— fi) Gi Ge. permite discutir el efecta de 

fiGi+ (1 — fijGe 
una madificacion en la fracción de volumen fi del espacio 
intracelular al pasar de un punto a otro del continua de las 
membranas excitables, así como el efecto de posibles 
modificaciones en las conductividades Gi y Ge. Esto timo puede 


. rr a Pos ed LAA 
presentar interes tanto fisiológico coma fisiopatologico. 


consideremos entonces conjuntamente la heterogeneidad y la 
anisotropía en el bidominio que representa el tejido excitable. 
Con el propdsita de simplificar el análisis voy a suponer que las 
direcciones principales de anistropía son las mismas en Cada 
punta del medio. Las situacion que se presenta en el miocardio 
ventricular. en donde estas direcciones varian regularmente al 
pasar del endocardio al epicardio, comco se dijo al final de la 


1 


Ev 


qe 


RA 


“seccion (C) de este mismo capitulo, puede reducirse” 


Ñ Y . e 
especial que aquí vamos a considerar mediante un 
coordenadas adicional adecuado. 


oy a suponer. ademas, que las componentes principales del tensor 
€ dependen solamente de la coordenada principal correspondiente, 
es decir, si a estas ultimas las represento por Xy Ys Za Se. 
verifica: É 


C= Uxx (x) 290% + Cyy nes + Czz (2) kok 


Esta suposicion no es tan restrictiva como puede parecer en, un 
principio, puesto que, por ejemplo, permite describir bastante 
bien lo que parece ocurrir en tejidos como el miocardio o el 
músculea liso visceral cuando dichos tejidos se consideran a 
escala mesoscdópica. (Recuérdese que "mesoscopico" posee un 
sionificado especial en el contexto de la teoría de campos 
promediados. Ver Suarez ÁAntola, 1991). 


Tenienda toda la anterior en cuenta, obtenemos: 


2 (Clay 9L 2 v 9 
VCC. VA) a dia pea yz 42 (Ez 2220) 13 


intraducimos ahora las nuevas coordenada 
Fla) [ E E. eee, 74 Edil oros 3 
O “Cuafz!) 0 Cy y 7" / 
y grada [| - 


qui Co es un valor a ES de, las componentes 
principales del tensor de dispersion eléctrica ¡257 


t 108 1 


1 A 
En. €eseE Caso el termino e e Vo) puede sustituirse por el 
siquiente: 


pr ql all + 


A E) CARS 


EC AE, ahora escalas locales 


Le. El Ll ES Lao + Le Vx 


Si O EA «1 y Clay / Lia. )<1, 


Y z t ? 

el termino [ 11 ] puede aproximarse simplemente por Ca j 2 Y, 0% 2%) A 
17” 9% 

LE A : SA, 

toma consecuencia, en este arden de aproximación las ecuaciones 

E la ds, Lib se pueden replantear asi, ahora para un continuo 

heterogenena y anisdtrapo: 


Xnm Com AV Ei w) )e 27 + eS is ) 
mM 2 
Je * d Meada 5 7% [ 12a ] 

Y = e Fla, w) 2601 
2 

De ésto se desprende que en las coordenadas F, 7, 5, € el voltaje 

transmembrana y la variable de recuperacion y verifican, sobre un 

continua excit8ble heterogénea Y anisotropa, las mismas 

ecuaciones que en las coordenadas Ha Ya Zea tt verifican en el 


caso de un medio excitable homogenea e isotropa. 


AZ 


“Esto último se cumple tanto mejor cusate “menores sean 333 escal: 


eN 


a 
: de variacion del oa transmembrana en las coordenadas: - 
a curvilineas F, 7, % respecto de las correspondientes escalas 
] de variacion de las componentes principales del tensor de 
d dispersión electrica » también en las coordenadas 


curvilineas Y, / A y 


Así hemos reducido el problema a uno ya resuelto en esta misma 
sección. 


A cada frente de ondas que se propaga en el continuo heterogeneo 
Y anisdtropo y se describe en el espacio fisico (Xx, Ya .z) le 
corresponde un e de E virtual que se propaga en el 
espacio auxiliar 7,% sobre un continuo homogéneo e 
isótropoz Y er MENA a O frente virtual que es solución 
de las ecuaciones [ 1i2a J) y [ 12b J] le corresponde el frente de 
un potencial de acción en el tejido real considerado. 


A la propagación del frente virtual se le aplican las formulas 
] [6J. EY 1yvyfg8sdJd que relacionan la velocidad de propagación 
pa en dirección normal al frente con su curvatura. al primer orden 
de aproximacion en el parametro de acomodacion £ . 


Luego, empleando las relaciones [ 10 ] entre las coordenadas F, 3 PS Ñ 
y las  coordenadaS Xs Y, zz $e pueden obtener las expresiones 
correspondientes al frente del potencial de acción que 
efectivamente se propaga en el tejido excitable heterogeñheo Y 
anisotropo. 


Para ver como es ésto en un caso concreto, consideremos un frente 
virtual esferico que se propaga en el espacio (F, 9/4) a partir 
del orágen. siendo la distanciaVentre dicho origen y un punto del 
frente *esferico. En este caso la velocidad de  propagacion 
es radial y verifica la ecuacion l 6 1] con H= A y Pp = Py ot EP 


TEA - 
P p=VF? Fig” EJ A? 4 
Fero por otra parte % - y de moda que para describir la 


propagación del frente virtual esférico tenemos la ecuacion 
L diferencial siguiente: 


e, - 2Co - 20. 4 Y béECo lr 1! 3 
41 El PY EA 


cuya O nos da a posicion P = pt del A virtual 
en cada instante. 


Para que la propagación estable y autosostenida sea posible, el 
radio debe superar un valor critico far=— (1/Hcr) 5t 14 1] 
siendo Her la curvatura critica dada por la formula [ Y l. Si 
esta condición se cumple en el instante inicial, el radio 
comenzar a aumentar cada Jer mas rapida, de moda tal que su 
velocidad > se aproximará EN Tarma asintótica al valor 97), 
odds a un frente virtual plana. 


e El valor nte da zp puede estimarse a su vez mediante 
- la expresion 97 El o Js [13 3 (introducida en la parte 
a Am Ve 


/ 
(Di de este capítulo a partir del metodo de  Kompaneyetz). 


La velocidad minima 00 
corresponde al caso en e 
utilizando la formula [ 8 ]. 


r de propaga ción del frente virtual 
] cal = y puede calcularse 


an 


Para” “trasladar estos resultados al frente del” 'potencialtd 
en un continuo anisótropo y heterogeneo es necesario aia as 
funciones Cxx (xXx). Cyy (y),s Cz (z) que ' aparecen en. las 
ecuaciones [ 10a 1, [£ 10bo37smyoL 100 ] respectivamente. En cada 
instante t la superficie que do al frente de onda en cel 
espacio euclídeo de coordenadas a z viene E por c.la 
relacion: 


¡pe 
a Y A A e 
Eon lor!) AT Czzlz/ 
donde (t) se obtiene a la ecuacion [14 ] para un 


P (0) apropiado. 


onentes principales del tensor de 
arían de acuerdo con las siguientes .- 


Supongamos que las com 
dispersión electrica 
ecuaciones: 


< Y 


Cxx (x) = Exxeo ( 1 + p As Coria ) E i7a ] 
Cyy (y) = Cyyso (1 +M4Ax co ) [417b ] 
Czz (2) = Czz,o ( 1 6+ 


A E 


ASUMAmOos « ademas, que es un parametro positivo . pequeño 
respecto de la unidad. Ademas se supone que Aya Az: Ag son a lao 
sumo del arden de la unidad. Sustituyendo las formulas [ 17 ] en 
[ 16 ] se obtiene, despues de varias Operaciones y efectuando una 
A al PEO erden en E 


y TO 
| 48 
E e L 48 7 
Aquí las funciones a (t), b (t) y c (t) verifican por definicion 


las ecuaciones que siquen: 
a (t) =U Cano / lo pte [ 19a Ja b (t) = (Eym0 co pet L 19b J, 
E 0) =[Czzo0 /co pr [ 1%9c ] 


Obsérvese que en realidad el frente de onda del potencial de 
acción no depende del parámetro Co propio de la dispersion de la 
polarizacion en el espacia virtual de las coordenadas e ) > 
En efecto, de la ecuación [ 13 J] y de la ecuacioh [ 15 5 lo de 
cualquier  Octra que se utilice para calcular la velocidad de un 
frente virtual plano) se desprende que el radio p (t) del frente 
esférico virtual es Y a Co. Lo mismo ocurre con su 
velocidad de propagación bp = Ho 


Supongamos ahcara que M = 0. Ca a caso el frente del potencial 
de acción se reduce a un elipsoide cuyos semiejes vienen dados 
par las idrmulas [ 19 ] en cada instante de tiempa y se disponen 
a do largo de las direcciones principales de anisotropía. Las 
velocidades de propagación del potencial de accion en dichas 


direcciones principales son las derivadas respecto del tiempo de 
las longitudes de los semiejes, es decir 


2 VCraió p [2027 ¿Q ¿UC Bo [2087 . ; 
e E de TÉ Den Viso tf 0206 1 


A medida que transcurre el tiempo la, curvatura en todos los 
punteos del frente del potencial de accion tiende a Ceras la mismo 


que la curwatuira del frente esfefica virtual 
correspondiente.Entonces 9 tiende (creciendo) a 77, dada 
ll ps formula [ 13 J],de mo que las velocidades de propagacion 


D>. 
e 


dE Oy. BD tienden (también Aa a los valorez asintoticos 


[Ez 2 Cumo Sy E q. Ye [Ez Ja +; 
. pp A Picas Ao Fes pecltva mente. 
ch” Ln Ve h Cm” Mas Ve eS Cm* Xu Ye h 
4 


Estos valores asintoticos que se desprenden “de las form 
[ 20 ] no son otros que los valores de la velocidad ¿des 
propagación de un frente plano segun la correspondiente dirección 


principal de anisotropía, tal como fue hallada en la parte (€) de 
este capítulo. 


Si el efecto del proceso de acomodacion de las membranas puede. 
despreciarse en primera aproximacion, la formula [ 13 -] se 
simplifica bastante, quedando DPZ Bp — ¿ ES ==. al E 21 J,En ese 


a ES 


caso las velocidades de propagación del pt elíptico en las 
direcciones principales de anisotropia, a partir de la fofmulas h IS 
[215 17d, [t219 3] y L 20 ], se pueden reducir a las siguientes: 


dy = %a_ Vero Ty _ Llego, de c20a y. + 
At Cm Xu Ve cm Im E 
A D.- de -llezs - Ll. A [ 22h ] 
TAE NE me Ent. 
= AT Thu Xy Ve Cm Xm 
) A medida que las curvaturas -= 1. -_1 y_1_ van disminuyendo, las 
a b E 


velocidades de propagación se aproximan a ¡sus 
2% valores asintóticos come indican las formulas [ 22 J. Si el 
proceso de acomodación no puede Epa las formulas que se 
cktienen som algo mas complicadas, pero se deducen de [ 13 ], 
2 [13 ] y [1 19 ] sin dificultad. 


Finalmente, a«l valor crítico er del radio del frente de onda 
virtual le corresponden valores críticos para las longitudes de 
lcs semiejes del frente elipsoidal del potencial de acción: 


Ñ E E per Ca ber =| SL per Er =|/lz2> Per 


Salo sei ES Mayor que per 2 (G sea si las longitudes de los 
- 2 e - z 
semiejes” son mayores que sus valores criticos, el potencial de 
7 z - 
. acción puede propagarse en forma autoscstenida y estable. 


Es necesario excitar un elipsoide, de dimensiones superiores a las 
críticas para que a partir de allí pueda propagarse la ex ¡citación 
en forma estable y  autosostenida a toda la masa del sincicio 
) Ñ : - € : 
funcional. Si la region excitada na es loa bastante extensa, la 
A 4 . 14 . 
propagacion autosostenida Y estable ya no sera posible. 


En el casa general de un media heterogeneo y anisótro Oz tal que 
el tensor de dispersidn eléctrica varia poco a lo largo de una 
distancia del orden de la longitud del frente de ascenso del 
potencial de accion, la velocidad de propagacion de un frente _de 

onda en un punto de vector de posicion y y de versor mormal e 
A puede estimarse recurriende nuevamente al concepto de frente de 
cl onda virtual, el cual ya mo va a ser necesariamente un frente 


esférico. pero se propaga en un continuo auxiliar homogéneo e 
isótropo. 


- Y ES Dido: 
upeongames que en el espacio fisico Ocupado por el tejido las 
sucesivas posiciones del frente del e de accion vienen 


Jadas por una congruencia de supertices f ri = O, donde a 

Fa ato +J go 42% sestando los versores ¿Ko tomados segun 

o las direcciones principales de A ES íque Se suponen 
1 


SS 


er 


invariantes, como se dijo antes). Para cada vector del - “espacio 
físico las transformaciones [ 10 ] definen un vector =tHa)z + 
+7! +XAl(214% en el espacio awxiliar en el que se propagan los. : 
frentes virtuales. Recíprocamente, para cada vectorPdel espacio ; 
virtual hay un unico vector F que le corresponde en el espacio, - 
ocupado por el tejido. Asi, sustituyendo r per Pipa resulta : po 


f A A 


La Ultima igualdad representa la congruencia de superficies en el 
espacio auxiliar correspondiente a las sucesivas posiciones de 
los frentes virtuales. Consideremos una partícula que en cada 
instante se encuentra sobre el frente de onda. Su trayectoria P2 
Fl(t)verifica f (t, (tt) )0. Imaginemos una particula auxiliar 
que recorre, los puntos correspondientes sobre el frente virtual, 
siendo. P ee 712) su trayectoria en el espacio auxiliar. 


En ese casp Pit, P (t) ) E O. Sean De y ae las 


velocidades de una de una Y Otra partícula e 


Ú Entonces IMAN IA 2 


Pero y = Fe T J 2 A? de modo que 
ELA 


2D. Vp = EL E +, EZ 
For otra parte ds + St DEL H0z, pero 
E A / = 2 +2 E af - E Í Es 


mE moda que ER dea =D> V 237.) Si Pa es la 


al úe avance del frente virtual en 
en el punta considerado, Y es la velocidad correspondiente 
del frente del A de accion en el tejido, de L£23 7] se 


desprende que P=!I 74 Par [ 24 ] (pues Po MN CAZA > etc) 


UY 
y El versor normal n el punto considerado del frente del 
D potencial de acción viene dado por es A. V la menos 
de 


del signo). 


Como lv Dl = WENESTES E) 7 + EJE y teniendo en 


Y 
cuenta nuevamente las formulas [ 10 s la E del versor 
E . e 24 A 
Y la expresion del tensor de A electrica en componentes 
: R pr 
principales acbtenemos: > A —> Da 


En 
Esta es la formula: general que buscíáíbamos (como uno de los 


el objetivos principales de esta memoria) para el cálculo de la 
e velocidad de propagación del potencial de acción en un tejido 
: excitable tal coma el miocardio G el musculo liso visceral. 
] cid S 2 E 12) 

La velocidad de propagacion del frente virtual v 2 que 

acompaña en el espacio auxiliar en cada inmstante al frente del 
Ñ potencial de acción en el tejido, se puede calcular por la 
Se fcróimda E 1% Ja sustituyendo — A por la curvatura Hv del frente 


_ virtual en el punta considerado. 


14: 


SO 
RENTA uv Ol 
cada punteo al conjunto de AS virtuales, sabemos que Hv=- 


: 107 
e? . 2 
Ademas, es posible conectar_ directamente lu con e 


« Si 
introducimos un nuevo tensor 2 icon las mismas direcciones 
principales que (É pero con componentes CxxY2 . Cyy 2 y Czz"2 
respectivamente, a partir de la definicion de la funcion Y en 
términos de f y de las formulas [ 10 ] de cambio de coordenadas, 
se puede demostrar, PASES de BE Jl open OnESS que 


cE¿%,.? e 
A traves de Or « en la térmuia í 26 J se tienen en cuenta los 
procesos de activación y de recuperación de las membranas sobre 
la velocidad de propagación del potencial de acción. Dichos 
procesos aparecen en la formula para la velocidad de propagacioh 


de un frente plano virtual Pra eventualmente desarrallada 


al primer orden en el parametro de acomodacion: Pra + Payor+ E Da a 


En este caso se Aplican los resultados que obtuvimos en la 


seccion (D) a traves de la expresion: 
$e O l 9911 [ 27 ] 


HP, = ¿Or + LCo H)+2 Or 17) "Se 
2 at Fu 
Cum Jm cm Mm Sm Xm 
El efecto de la heterogeneidad, la anisotropía y la curvatura del 


A a 4 . . - 
frente del potencial de accion se manifiestan conjuntament en la 
curvatura del frente virtual Hv. 


Ademas, la heterogeneidad y la anisotropia aparecen en el factor 
DD  — 

NP. E... 

A — partir de la fórmula [ 7 1] obtenemos un vYalor crítico para la 

curvatura del frente virtual: 


How, cr E A Dry 1 E ] 


Como Pra = Prao + El Pza l 


debe ser positivo siempre, 


este valor critico de la curvatura es siempre negativos. 
Pr. . 

Corresponde entonces a un grada critica de convexidad en los 

puntos del frente virtual, tal que si en uno de esos puntos la 


convexidad, del frente supera ese valor crítico, en dicha punto la 
propagación estable y autosostenida del frente virtual ya no va a 
ser posible. Fero como cada frente virtual se corresponde punto a 
punto.con un frente real (el frente del potencial de acción en el 
tejido excitable) esta condición se traduce a su vez en una 
condicion scobre la geometría del frente en el  espacia físico 
ccupada por el tejida: 


Nota: La idea de introducir un espacio auxiliar mediante una 
transformación de coordenadas ("Alibi") puede aplicarse tambien 
al conductor de volumen equivalente a los tejidos. introducido en 
la parte (A7 de este capítulo a partir de los  cantinuos 
intracelular E intersticial de la teoría de bidominios. 
Suponienda que el tensor de conductividad G que lo caracteriza 
íver formila 6 [ 4 ] 2 posee las mismas direcciones principales 
en todos los puntos y que las componentes principales de dicho 


tensor dependen solamente de la correspondiente, coordenada 
principal introducimos las transformaciones Fllz Y Eo Ame 


0 Gre (oc! ) 
etc. donde Ga es una conductividad que ceracteriza el conductor 


£ Ñ / z - 
de  valumen Ohmica,  homegeneo e isótropo gue ocupa el espacio 


ar 


auxiliar. 


S ; y a 
En forma análoga a como procedimos en el caso del continuo 
formado por las membranas excitables, cuando las escalas de 


variación de las derivadas parciales del potencial electricos. 
etc. son pequeñas respecto de las escalas de variación de 


1% componentes principales del tensor de conductividad (en el 
espacio auxiliar, se puede demostrar que dicho potencial verifica 
(aproximadamente) una ecuacion de Laplace en las variables 
(o sea, en las coordenadas de los puntos del espacio auxiliar). 


Entonces todas las consideraciones que efectuamos en la parte (D) 
del Capitulo IVY sobre el desarrollo multipolar del potencial se 
aplican sin mas al conductor de volumen homogéneo e isótropo que 
ocupa dicho espacio auxiliar. Mediante transformación de 
coordenadas esas consideraciones se pueden trasladar entonces al 
conductor de volumen heterogéneo Y anisótropo que ocupa el 
espacio físico y equivale (en el marco de la teoria de 
bidominios) a los tejidos biológicos, cuando el interes se centra 
en el campo de corrientes elettricas generado por un electrodo 
estimulador o un sistema de electrodos estimuladores. 


Este procedimiento Puede resultar de interés desde el punto de 
vista de la ingeniería médica, sobre odo en lo que se refiere al 
disego de electrodos para estimulación y sensado de la actividad 
eléctrica de los tejidos biológicos. 


E 
F 
En 


1 


(F) Recapitulacion de resultados obtenidos sobre sincicios-. 
funcionales : 
4 


Se indico como replantear la formulacion de la teoría de 
bidominios para que resulte apropiada en el estudio de la génesis 
de la excitacion en sincicios funcionales, que pueden ser 
heterogéneos Y anisótropos. Se generalizd el analisis modal no 
lineal a un sincicio funcional, comenzando por un sincicio 
homogéneo e isótropo. Se introdujo el concepto de familia de 


estados umbral para sincicios, se determinaron las amplitudes de 


modo umbral y se relacionaron con el concepto de region de 
influencia para. un electrodo externo. Se determinaron regiones 
criticas para la excitación, análogas a los intervalos criticos 
para las fibras. Ñ 

EE aio E 
Se indico un procedimiento para calcular las dimensiones de las 


regiones de ¿influencia de los electrodos sobre el  sincicio 
funcional. 


1 

Se fundamento la teoría de Elair y se dedujo la tórmula de 

Lapicque-Hill para sincicios funcionales homogeneos e isotropos, 
a E € : 

y se analizo la posibilidad de un fenomeno parecido al bloqueo 


ES 1 ad S A? 
anódico por el catoda en el caso de tejidos con anisotropia no 
uniforme. 


% 2% E a E 
Se obtuvieron formulas para la velocidad de  propagacion de 


. . me - A 

frentes planos en sincicios funcionales homogeneos pera 
E a . . . 4 

anisotrogos combinado funa aproximacion mediante el metodo de 

A E A - 'á 

Kompaneyetz con una aproximacion por medio del metodo de 


perturbaciones singulares, lo cual permite tener en cuenta las 
variables de activación y las variables de recuperación en la 
expresión de la velocidad de propagación. Luego, introduciendo un 
espacio auxiliar y el concepto de frente virtual, se obtuvo una 
relacion entre la velocidad de propagación y la curvatura media 
del frente del catencial de accion, aplicable a un sincicio 
funcional tad Y anisótropo, teniendo en cuenta el efecto 
de la activacion y la recuperación de las membranas excitables. Á 
via de ejempla del uso del concepta de frente virtual se 
describid la propagacion, en un medio excitable de heterogeneidad 
y anisotropía bien definidas (dadas a través de la dependencia de 
las cocrdenadas espaciales asumida para las componentes 
principales del tensor de dispersión de la polarizacian en el 
continuo de las membranas excitables, es decir, el tensor e 3 de 
un frente que en el espacio auxiliar es esférico. Se calculo en 
forma aproximada la familia de superficies que representa la 
pasicioón de dicho frente, en cada instante, en el espacio físico. 


Finalmente se establecicd un grada crítico de convexidad tal que 
si es superado en alguno de los puntos del frente virtuala la 
propagación del frente del potencial de acción en el 
correspondiente punto del espacio FÍSICA, ya na es posible en 
forma estable. 
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DISCUSION FINAL Y EPILOGO 


"Desde que todo, entonces, es causa y efecto, soportado y 


soporte, mediato e inmediato, y todo se mantiene unido por una 


cadena natural pero imperceptible, que enlaza entre sí: las” 


cosas más distantes “y más diferentes, sostengo que es 
igualmente imposible conocer las partes sin conocer el todo y 
conocer el todo sin conocer las partes en detalle". 


B. Pascal 
(Pensamientos, No. 72) 


"Un sistema no es más que la subordinación de todos los 
aspectos del universo a cualquiera de esos aspectos". 


J. L. Borges 


“La explicación lógica - la comprensión - de cierto número de 
relaciones observadas entre fenómenos se obtiene mostrando que 
dichas relaciones observadas son consecuencia necesaria de 
ciertas hipótesis. 

Un conjunto de hipótesis junto con el desarrollo matemático de 
sus consecuencias, constituye una teoría. 

Una teoría no necesita ser verdadera o falsa: la cuestión es, 
más bien, como Jo enfatizó H. Poincaré en "La Ciencia y la 
Hipótesis", si es conveniente o inconveniente, útil o inútil. 
Debe suministrar conexiones lógicas entre los resultados de un 
gran número de observaciones. El conocimiento de esas 
conexiones lógicas sugerirá nuevos experimentos que conducirán 
al descubrimiento de nuevos hechos". 


N. Rashevsky 
(en O. Glasser (ed) 1950) 


(A) El factor tiempo en la excitación. 


Hasta este momento nos hemos limitado a considerar los 
problemas del umbral para fibras cilíndricas cuya membrana 
presenta propiedades uniformes a lo largo de toda la extensión 
de la fibra y separa un corazón conductor óhmico de un 
conductor de volumen externo, también óhmico. 


Esta representación de la fibra nerviosa amielínica o de 
la fibra del músculo esquelético es útil como una primera 
aproximación, pero no es suficiente, porque la interacción de 
la fibra con elementos vecinos puede requerir una corrección. 


Consideremos en primer lugar el músculo esquelético (un 
sartorio de rana, por ejemplo, que fue muy utilizado por los 
electrofisiólogos clásicos en sus mediciones de excitabilidad 


es 


IS 


E 
a 


global, ¡tendientes a aclarar. el efecto del tamaño del 

electrodo, o el tipo de electrodo sobre la cronaxia). Cada. 
fibra se;: halla envuelta por una. cápsula de tejido conjuntivo y- 
forma parte. de un haz primario, que. .se rodea a su vez de una... 


. lámina de tejido conjuntivo un” poco: más gruesa. Los haces 


primarios forman haces: . secundarios, y así sucesivamente. 


Aparecen fibroblastos y macrófagos fijos, fibras nerviosas y 


. capilares sanguíneos, entre otros elementos (Bloom y Maximov, 
1962). 


“Lo mismo ocurre con ne fibras del músculo liso unitario, 
con las fibras del músculo liso: visceral y con. las fibras del 
miocardio: en todos estos casos las fibras se rodean de una 


vaina más o menos laxa, según el tipo de músculo de que .se 
trate. 


Donde aparecen las diferencias más notables, en lo que se 
refiere a la electrofisiología, es en el grado de acoplamiento 
entre células vecinas y en la estructura de las unidades y 
superunidades formadas a partir de grupos de células 
musculares. h 


Por su parte, las fibras nerviosas amielínicas se 
encuentran envueltas por células de Sehyann. Mientras que una 
misma célula de Sechwann envuelve a varios axones delgados de 
fibras C de vertebrados, las fibras gigantes de los 
invertebrados se encuentran recubiertas por placas curvas 
formadas por células de Schwann (a veces por varias capas 


superpuestas) (Bellairs y Gray, 1974; Patton, Fuchs, Hille y 
otros, 1389). 


Además, también las fibras nerviosas junto con su 
revestimiento de mielina se ven envueltas, a su vez, por 
tejido conjuntivo circundante. Como consecuencia, en los 
experimentos clásicos sobre preparados neuromusculares, aún en 
los experimentos sobre un único complejo fibra-músculo como el 
de Grundfest (1932), los elementos estimulados, inmersos en 
solución Ringer, se encontraban más o menos compactamente 
revestidos de tejido conectivo que constituye una envoltura 
mucho más resistiva que la solución salina. 


En esta parte consideraremos brevemente como es posible 
modelar un revestimiento óhmico lo suficientemente delgado 
pero significativo, como para poder representarlo por 
separado, concentrando parámetros en dirección del radio de la 
fibra. El resultado posiblemente más notable que se obtiene en 
este caso se refiere a- la constante de tiempo del sistema 
electrodo-fibra. Esta ya no tiende a cero cuando la longitud 
del intervalo de influencia tiende a cero, a diferencia de lo 


que se observa en el caso de una fibra no revestida estudiado 
en Y (C). 


Construyamos entonces un modelo matemático para la fibra 
revestida empleando el esquema que muestra la fig. 1. Las 
resistencias por unidad de longitud de fibra correspondientes 
al espacio ¡intracelular y al espacio extracelular (externo a 
la vaina de revestimiento) las representamos por Tri Yy fe 
respectivamente. La resistencia de la vaina por unidad de 
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longitud de fibra se representará por re y se refiere a" la. 
corriente eléctrica que atraviesa la envoltura resistiva en 
dirección radial. Para simplificar supondremos que tre es mucho 
menor que ria de modo que podemos despreciar el efecto «de la' 
polarización de la fibra sobre el potencial eléctrico en el 
conductor de volumen externo. Si Vi es el potencial eléctrico: 
en el interior de la fibra, Vm es el voltaje transmembrana, Va - 
es el voltaje a través de la vaina y %es el potencial: 
exterior sobre la fibra, tenemos: Vi = Vm + Va + 3. Utilizando :; > 
la ley de Ohm ; 


o 
1: Z¿ Ox 


y la ley de conservación de la carga 


5, - 2% 


de * 


junto con la definición de las constantes de tiempo Tm = Rm Cm 
y de espacio 


A Es-2e  giendo 
2.R; 
ov, 
Ly = 228,3 y £ Ju he Co e + Dioy (Vier 7 
R; 


y TI; * 
1 | af? 

con Af el radio de la fibra y Ra la resistividad del interior 

de la fibra, se obtienen las siguientes ecuaciones de campo no 

lineales; donde los símbolos que aparecen poseen sus 

significados usuales: : 


9, : AVy * 
meo? iO rs? TN + 


POE > 
Ix2 Hal 
MH - F(Vi [1D] 


Este sistema puede estudiarse en principio, mediante un 
análisis modal no lineal basado en la idea del intervalo de 
influencia del electrodo. Pero aún cuando congelamos las 
variables de recuperación y relajamos al equilibrio las 
variables de activación, resulta una ecuación relativamente 
complicada: 


Va p Pr, 
ue * Budiog Vid ” 70 a + 


da * Bala) + di 


e [2] 


Con el fin de obtener rápidamente el resultado ya mencionado 
sobre la constante de tiempo del sistema electrodo-fibra, que - 


es relevante para la ¡interpretación de 
electrofisiólogos elásicos - 
servir para diseñar nuevos y mas precisos experimentos, 
aproximación heurística a la 


emplear una 


los trabajos 
según veremos -— y que 


de los 
puede 
voy a 


ecuación [2] 


basándome en dos suposiciones drásticas. La primera suposición 


consiste en linealizar la 


transmembrana hasta alcanzar el estado umbral: 


Vian (Var) 6 


densidad de 


1 
e” 2) - 


corriente 


iónica 


Poniendo v = Vm - Ve resulta de [2] la ecuación lineal: 


dv m 98 
ma tr 

Py 
A 


Considero luego una situación en la cual la polarización 
o x= 0yen dicho punto efectúo 


es Simétrica respecto del punt 
la siguiente aproximación: 
Kv 


dx? 


donde 4 es la longitud del in 


+ v (4) 


tervalo de ¡influencia y Y 


es un 


parámetro adimensionado que por ahora dejaremos indeterminado. 


Teniendo en cuenta que 


20 
((£,0 
9 x? 
y sustituyendo [4] en [3] 
transformaciones: 
Es LE (ELO) + vol ELO 


Aquí, por definición, An? 


At) 


mientras que te viene dada por 


) = F(0) I(t) 

obtenemos, luego de 
) =2,2 F(0) 1(t) [5] 
verifica la relación 


A 


Pa 


[6] 


la fórmula 
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Suponiendo que el umbral se alcanza cuando v(t,0) toma un 
valor crítico, se obtiene una funcional de excitación 
exponencial, del tipo que hemos visto permite fundamentar la 
teoría de Blair, cuya constante de tiempo - que es la 
constante del sistema electrodo-fibra en este caso - no es 
otra que Ja te dada por la fórmula [7]. Esta es la expresión 


.que propongo para la constante de tiempo cuando el 


recubrimiento resistivo de la fibra debe ser tenido en cuenta. 
Si la envoltura resistiva posee. un espesor de y una 
resistividad Ra, mientras que df es el radio de la fibra hasta 


la membrana plasmática, resulta sencillo calcular el parámetro 
Ya, el cual viene dado por: E 


R, b, 
Ts" 3 109 (1+ 3) [8] 


Como consecuencia, de esta ecuación y de la expresión 


Tj ” 


R, 
rn QE? 


se desprende que 


E R, o, 
7 ar ma titg2 1 0e [9] 


Esta última fórmula muestra claramente que (ra/r1)>% posee 
las dimensiones de una longitud. Cuando re/ri se aproxima a 
cero, la fórmula [7] se reduce a la relación 


8 da 

—  _xX————— 10 
2 z [10] 

(1+Y 3H) 


f? 


que coincide con la fórmula V (C) [11] si ponemos y = u2, Pero 
cuando rs/ri no puede ser despreciado, ta/tmMm presenta en 
función de 4/Ax el comportamiento que muestra la fig. 2. 


En este caso 


Ts 
s t YX 
Viml e [12] 
10 Ty EM AR 
Ty 


es un valor comprendido entre cero y uuno, dependiendo del 


valor del número adimensionado 


1 | e .; De 
a A [13] 


Introduciendo el nuevo número adimensionado E = L/An 
[141, la fórmula [7] se transforma en 
: 2 2 
Era $ [15] 


Ty Yy(1+p) +. E 


que es, quizás, una expresión más conveniente para la 
discusión. : 


Antes de proseguir digamos que todo ésto puede 
fundamentarse rigurosamente en el marco de un análisis modal, 
interpretándolo como sigue. Consideramos el modo dominante (el 
modo uno para los cátodos usuales) y lo desacoplamos de los 
demás modos. Utilizando un polinomio cúbico para Jioní(v), 
obtenemos una amplitud de modo umbral, tal- que si es superada 
se producirá la excitación. Luego linealizamos la cinética en 
su conjunto de decaimiento y obtenemos la ecuación [5] si 
hacemos corresponder v(t,0) a la amplitud del modo fundamental 
y F(0) como la proyección del factor de forma sobre la función 
propia del modo uno. En ese caso Y puede ser determinado con 
exactitud a priori y vale u2. Si el modo dominante no fuera el 
primero - por elbtipo de patrón espacial de polarización 
generado por el sistema de electrodos externos - la 


interpretación podría involucrar otra amplitud de modo y el 


valor de y podría modificarsé, aunque siempre sería calculable 
en forma precisa. 


No obstante, de acuerdo con mi experiencia en el estudio 
de problemas que de una forma u otra involucran regiones 
críticas para la estabilidad (rectores nucleares, excitación 
del miocardio, génesis de "mareas" a partir de poblaciones de 
microorganismos en medio acuático, crecimiento de sistemas 
prebióticos de reacción-difusión) y en el estudio del efecto 
de las fronteras sobre la propagación de ondas mecánicas 
(relación entre la velocidad de propagación de una señal 
ultrasónica y las dimensiones transversales del cuerpo en . un 
ensayo no destructivo (Suárez Ántola, 1990) a menudo puede 


efectuarse un anélisis preliminar muy conveniente 


interpretando de una forma más laxa este procedimiento 
(extensible a más de una dimensión espacial) de aproximación 
del laplaciano, dejando Yy:como un parámetro fenomenológico que 
eventualmente va a depender de otros parámetros, propios de 
cada sistema. Esta dependencia puede determinarse, entonces, 
por una aproximación más detallada o bien puede investigarse 
experimentalmente. 


Retornemos 2 la fórmula [7] (c su equivalente [151) para 
la constante de tiempo. Con el propósito de comparar este 
resultado con datos experimentales, en la fig. 3, tomada sin 
modificaciones de Lapicque (1932), «se muestran los resultados 
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de dos experimentos realizados sobre músculo sartorio de rana. 
(R. usca) utilizando electrodos capilares de diámetros 


diferentes. La fig. 4, también tomada de Lapicque (1932) pero 
con algunas modificaciones, muestra en forma esquemática el 
acuerdo entre los resultados obtenidos utilizando electrodos 


fluídos de Lucas, para distancias variables entre las placas, ' 
con los resultados obtenidos con cátodos estigmáticos de' 


diferentes diámetros. 


En estos experimentos no se midió ta (que por ese 
entonces no se utilizaba como parámetro para describir las 
curvas ¡intensidad-duración) sino la cronaxia, pero ambas están 


estrechamente relacionadas .(si se admite la fórmula de 
Lapicque-Hill, son proporcionales, mientras que si se usa la 


fórmula de Lapicque-Weiss simplemente son iguales). 


Tampoco se midió el parámetro 4, por supuesto, sino que 


se midieron los diámetros de los electrodos o las distancias 
entre placas (en el caso de los electrodos fluídos). Pero 
sabemos, por lo que vimos en. los capítulos 1VY, Y y VI, que 
estos parámetros están estrechamente ' relacionados con , A 
ewad crece $4 estos parámetros crecen, (Si el electrodo es un 
cátodo, aproximadamente esférico, el parámetro 4 y el diámetro 
están en una relación estrictamente lineal). Se ve entonces 
que hay acuerdo con lo que predice la fórmula [7]. 


En experimentos diferentes, Grundfest (1932) halló que la 
cronaxia del músculo de la membrana retrolingual de la rana 
CR. PiPiens) aumentaba al aumentar la distancia de pequeños 


cátodos capilares (20 a 604) a la fibra estimulada, pero como 


no pudo medir con suficiente precisión las distancias, 
presentó sus resultados en forma semicuantitativa. De todos 
modos sus resultados están completamente de acuerdo con las 
consecuencias del modelo que hemos construído. El efecto del 
tamalo del electrodo sobre la cronaxia del músculo se conocía, 
aungue en forma semicuantitativa, desde el trabajo de Davis 
(1923). Grundfest (1932) se dio cuenta que al alejar un mismo 
electrodo de una determinada fibra muscular blanco, el aumento 
en el área de la región sobre la que se distribuye la 
corriente es similar al aumento que se produce al sustituir un 
electrodo, en contacto con la fibra, por uno mayor, también en 
contacto con la fibra. 


De aquí concluyó que el aumento en la cronaxia que había 
observado al alejar el electrodo del tejido, debía tener el 
mismo origen que el aumento en la cronaxia que Davis y después 
de Él, otros autores, habían observado con el aumento en el 
diámetro del electrodo cuando éste se ponía en contacto con el 
tejido. Grundfest (1932) supone que entre la distribución de 
densidad de la corriente eléctrica y la ¡intensidad del 
estímulo debe existir una cierta función, dependiente además 
de otras variables, como la -geometría del sistema de 
electrodos y las conductividades de la solución y de los 
diversos tejidos inertes y excitables presentes en el 
preparado. Además, de acuerdo con Lapicque, supone que es la 
densidad de corriente sobre el tejido excitable quien 
suministra una medida de la verdadera intensidad del estímulo. 
Hizo falta esperar hasta el trabajo de Rattay (1986 y 1987) 
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para que nos diéramos cuenta claramente que. es la función 
activante y no la densidad de corriente la verdadera medida 
del estímulo en el caso de una fibra. Pero al parecer, recién 
con el presente trabajo se dispone de una base para comprender 
cómo puede definirse una verdadera región de influencia y de 
qué variables depende, así como para tener por primera vez 
una relación cuantitativa entre la constante de tiempo y los 
parámetros geométricos y eléctricos del sistema electrodo- 
fibra, para la ECC. 


Así como en el capítulo VI y en el capítulo 1 se 
obtuvieron correcciones para la constante de tiempo que tienen 
en Cuenta el efecto de los procesos de activación y 
recuperación de la membrana excitable para el modelo de la 
fibra no recubierta, debe ser posibie deducir, con los mismos 
métodos, las correspondientes fórmulas para el modelo de la 
fibra revestida por una vaina resistiva. 


De todos modos, admitiendo tal como está la fórmula [7], 
se desprende que a medida que Í aumenta ta se vaa ir 
aproximando a la constante TM para la membrana excitable de la 
fibra. Como para músculos como el sartorio de rana TH toma 
valores del orden de 30 mseg. (Patton, Fuchs, Hille y otros, 
1989), también para elcaso en que Í es grande dicha fórmula es 
compatible con los resultados experimentales (Lapicaue, 1932; 
Rushton, 1932; Grundfest, 1932) de los electrofisiólogos 
clásicos. 


Sea como. fuere, ahora parece +» necesario volver a 
experimentar, con fibras musculares esqueléticas y con fibras 
nerviosas amielínicas, de forma mucho más precisa y detallada 
que antes, para explorar nuevas relaciones entre la constante 
de tiempo y los parámetros del sistema electrodo-fibra. 


No obstante, como se desprende de la discusión que sigue, 
queda por fin explicada la diferencia (de un orden de 
magnitud) en la disminución de la constante de tiempo tas para 
fibras musculares respecto de la correspondiente disminución 
en fibras nerviosas, cuando se reduce el tamaño del eleefrodo 
(el problema consistente en encontrar una explicación a la 
reducción mencionada en la constante de tiempo fue planteado 
por Jack, Noble y Tsien (1983) en el último capítulo de su 
libro clásico). 


El hecho, experimentalmente comprobado, que ts varía de 1 
a20o más a medida que aumenta la distancia del electrodo a 
la fibra muscular esquelética, aumenta el radio del electrodo 
o aumenta la distancia ¡interpolar en el caso de un electrodo 
fluído (todo lo cual equivale a un aumento en 4) sugiere que 
el límite expresado por la fórmula (12] debe ser pequeño 
respecto de la unidad, por lo que para la fibra muscular Am 
debe ser bastante mayor que (rs/r1)%. La presencia de la vaina 
resistiva altera la dependencia que te presenta delradio de la 
fibra Af respecto de la dependencia que hallamos 'previamente 
en el capítulo V para la fibra desnuda. Cuando af crece, tae 
también decrece, pero 
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en lugar del límite para el caso de la fibra desnuda, que es 
cero. 


Para ambas fibras: 


lám €, = ty 117) . 
aglo 


En el caso de las fibras musculares, los datos de los antiguos 
electrofisiólogos no parecen ni confirmar ni invalidar la 
predicción de una disminución de ts al aumentar el radio ar 
porque fueron obtenidos en condiciones en las que cabía 
esperar variaciones significativas en 4 y efectos asociados al 
adelgazamiento y engrosamiento de la fibra al avanzar en 
dirección de su eje. En cambio desde el estudio de Lapicque 
(1926) se admitía una correlación entre cronaxia y diémetro de 
fibra para el caso de fibras nerviosas: la cronaxia parecía 
variar ¡inversamente con el diámetro de la fibra. Esto nos 
conduce entonces a considerar el- problema general de la 
ecronaxia en el contexto de las fibras nerviosas mielínicas y 
amielínicas. Los - trabajos clásicos se hicieron 
fundamentalmente sobre fibras mielínicas, en las que también 
se encontró una dependencia con el radio del electrodo y de la 
distancia. del electrodo a la fibra, pero estos. efectos son 
mucho menos marcados que en el caso de las fibras musculares 
(Lapique, 1932; Grundfest, 1932; Rushton, 1332). En el caso de 
las fibras nerviosas se halló una dependencia aparentemente 
muy marcada del espesor de la capa de tejido conectivo que 
envuelve a las fibras: la cronaxia parece decrecer al 
discinuir el espesor del revestimiento. Lamentablemente estos 
trabajos son semicuantitativos, de modo que nuevamente es 
necesario llevar a cabo experimentos, De todas formas, veamos 
si la fórmula (7] para te permite describir cualitativamente 
lo que se observó sobre la cronaxia para las fibras nerviosas, 
admitiendo que te y la cronaxia son aproximadamente 
proporcionales. En primer lugar, la constante lineal de 
membrana Tm es generalmente mucho menor en' las fibras nerviosas 
que en las fibras musculares, lo cual ya de por sí restringe 
el intervalo de variación de ta. Pero además, el revestimiento 
de tejido conectivo, mas grueso en comparación con el diámetro 
de la fibra, posiblemente produzca un valor de Ya /r bastante 
mas significativo respecto de la constante de espacio de la 
fibra que lo que se observa en el caso de las fibras 


musculares. Esto, si es así, tiende a acercara los valores 


mínimo y máximo de ts entre síg 


a TI 
Si = E Zhao 0.8BTy < Ey < Ty 
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Además, a medida que Y Ts /rg disminuye, ta disminuye si 1 
permanece constante, y disminuye aún más si tantoir;/r, como 1 
disminuyen. Esta última situación corresponde al caso en el 
que el mismo electrodo se coloca sobre el revestimiento 
conjuntivo y se va acercando a la fibra a medida que dicho 
revestimiento se hace mas delgado: podría explicarse así el 
efecto, tan mercado, del espesor del revestimiento de tejido 
conectivo sobre la eronaxia que halló Grundfest (1932). Ml 
En el caso de - las fibras : amielínicas, el empleo de la 
formula [ 7 ] para ts no ¿resulta objetable como aproximación. : 
Pese a que dicha f0rmulá parece estar” de acuerdo también con SS 
los resultados experimentales (semicuantitativos) obtenidos - 

con fibras mielínicas, no hay que olvidar las condiciones - en 

que fue obtenida: una;fibra de propiedades uniformes en toda 

su extensión. Por el.contrario, las fibras mielínicas poseen . 

nodos en los que la membrana ¡aparece casg descubierta, unidos . 

por largos tramos cilíndricos “envueltos por centenares de 

membranas aislantes. Además, la densidad de canales iónicos y 

por ende las propiedades eléctricas de la membrana plasmática 

son diferentes en Jos nodos. respecto de las regiones 
internodales. 


e 
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Como consecuencia, todo ésto exige construir un modelo 
matemático nuevo para el estudio de la estimulación de fibras 
mielínicas por medio de electrodos externos, que tenga en 
cuenta que la excitación se produce en los nodos de Ranvier 
mientras «Que los sectores - internodales desempeñan un rol 
pasivo desde el punto de vista eléctrico. 


No obstante muchos experimentos clásicos «sobre excitabilidad 
fueron efectuados en nervios compuestos por numerosas fibras 
mielínicas, inclusive (ver por ejemplo, Lussier y  Rushton, 
1951) en nervios mixtos compuestos de fibras de clases 
diferentes. Es estos casofno se registra la respuesta de una 
fibra “axon) determinada, sino la combinación de las 
respuestas de un conjunto mas oO menos grande de fibras 
particulares, utilizándose como criterio de umbral la 
intensidad del estimulo que corresponde a cierto porcentaje 
(usualmente 50%) de la respuesta máxima obtenible «sobre el 
preparado. (Mediante choques eléctricos previos se pueden 
inhibir ' selectivamente clases de fibras). En una situación 
como la que ahora consideramos, encontramos nodos de Ranvier 
distribuidos en forma casd continua porque los de las fibras Xx 
vecinas no quedan a la misma altura que los nodos de una fibra 
de referencia cualquiera. 


Esta observación, ¿junto con el tipo de experimento (en 
particular la forma de registro de la respuesta del tejido), 
sugieren describir matemáticamente los resultados obtenidos 
mediante un modelo de cable conductor provisto de un doble 
revestimiento: una membrana excitableW continua y uniforme, 
por dentro, y una vaina resistiva continua y uniforme, por 
fuera. La membrana excitable corresponde fundamentalmente 
(aunque posiblemente no exclusivamente) a las membranas de los 
nodos de Ranvier. La envoltura resistiva corresponde 
fundamentalmente al revestimiento de mielina y al tejido 
conectivo. Entonces los resultados experimentales se podrían 
interpretar refiriéndolos a un sistema 

= j j ] y de ser así, resulta 
concebible utilizar una fgórmula como la [ Y ] para describir 
la constante de tiempo del sistema. No obstante, queda por 
establecer la correspondencia exacta entre la constante lineal 
de membrana, la resistencia por unidad de longitud y demás 
parámetros de esta fibra uniforme equivalente,. con los 
parámetros de la población de fibras mielínicas mas O menos 
semejantes que constituyen el tejido excitable investigado. 


E | 


Este problema podría ser abordado en forma experimental y' 
también en forma teórica. Esta última consistiría en intentar” 


la reducción del modelo de fibra uniforme equivalente, a la 
estructura histológica y las propiedades eléctricas del 
conjunto de fibras mielínicas originales, en forma análoga a 
como es posible fundamentar la teoría de bidominios de ' la 
electrocardiología en la estructura histológica y las 
propiedades eléctricas del miocardio. Desembocamos así en lo 
que, desde mi punto de vista, es (o debería ser ) uno de los 
programas fundamentales de la biofísica fisiológica.(La 
fundamentación de la teoría clásica de dos factores de la 
excitación que efectúe en el Capitulo VI de esta memoria es 
otro ejemplo que se inscribe dentro de ese programa). 

Dejemos a un lado, por el momento, la construcción de modelos 
matemáticos para el estudio de la excitación de fibras 
mielínicas y dirijamos nuestra atención al rol del tiempo en 
la estimulación eléctrica de sincicios funcionales por medio 
de electrodos externos. 


Para un sincicio funcional homogéneo e isdtropo, de las 
formulas VII B(19] y VII C[(5] y teniendo en cuenta que 
obtenemos la siguiente formula para ts, que corresponde a la 
formula [ Y ] para el caso de la fibra excitable : 


“Tm 


2 > 

+ BTS 
E 

Aquí a TY 5,783 , puede la e a -1 (en primera 


aproximación) y p se calcula empleando resultados numéricos 
para el problema -—V'w = = 4 con v al sm la superficie del 


elipsoide de semiejes a = b= Royce mM PE 332] que 
introdujimos en nó ER 40 A 


nuestro cálculo de la profundidad de penetración (del efecto 
despolarizante de un electrodo externo)enel sincicio funcional 
estimulado. 2 

Como siempre, Am es la constante de espacio ( para el 
continuo tridimensional formado por las membranas excitables > 
y 'TCm es la constante lineal de membrana. Aquí Ro es el radio 
de de circulo que define la región de influencia del electrodo 
en la frontera del sincicio funciónal.( Nuevamente congelamos 
las variables de recuperación y relajamos al equilibrio las de 
activación ). 


ts = 


[ 18 ] 


Obsérvese que si Ro tiende a infinito,entonces ec tiende a dd 
como posiblemente cabe esperar.Entonces, cuendo Ro tierde a 
infinito la constante de tiempo del sistema electrodo-tejido 


tiende a Tm CA+ par >) resultando inferior a Tm, 

A 
Á medida que Ro disminuye, ts también disminuye y tiende a 
cero cuando Ro tiende a cero. Hemos visto que, para un 


electrodo puntual, Ro puede estimarse aproximadamente mediante 
1,3 Zo, de modo que Ro crece cuando crece la distancia entre 
el electrodo y el tejido excitable. 


z A E / 
Si el electrodo es esférico, de radio ro y esta separado del 
sincicio estimulado por una distancia d, se verifica la 
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estimación anterior para Ro sustituyendo Zo por ro + d. 
Entonces, cuando d permanece constante pero ro aumenta, 
aumenta Ro con lo cual la constante de tiempo ts aumenta. Á su 
vez, si ro permanece constante y d aumenta, aumenta Ro, lo 
cual conduce nuevamente a un aumento en ts. 


Aungue el electrodo no pueda considerarse como puntual, cabe 
esperar que la formula [ 18 J] resulte aplicable, en particular 
para los electrodos convexos usuales. 

En este caso también cabe esperar que Ro resulte proporcional 
a una distancia Zo, que ahora corresponde a la que media entre 
el centro eléctrico del electrodo y la superficie del tejido 
excitable mismo. 


La constante de proporcionalidad debe reflejar las 
peculiaridades de la distribución de las - líneas de corriente 
en el conductor de volumen equivalente a los tejidos. 


Así, consideremos un mismo cátodo, a la misma distancia del 
sincicio funcional, en el mismo conductor de volumen, pero en 


-dos situaciones: en una de ellas el ánodo puede considerarse 


en el infinito, en la otra se encuentra situado próximo al 
cátodo y distal al tejido ( fig. 5). 


Entonces, las líneas de corriente eléctrica en el conductor de 
volumen deben tender a abrirse en esta última situación 
respecto de la distribución que adoptan en La primer 
situación, lo cual se debe reflejar en un aumento en la 
constante de proporcionalidad que relaciona el radio de 
influencia con la distancia Zo. En ¡igualdad de las demás 
condiciones, Ro debe aumentar al pasar de una estimulación 
monopolar catódica a una estimulación bipolar con cátodo 
proximal al tejido blanco de la estimulación. Entonces la 
constante de tiempo del sistema electrodo tejidos debería ser 
algo mayor en la estimulación unipolar (siempre ceteris 
paribus, por supuesto). 


Pero cuando el electrodo es cóncavo, es necesario proceder a 
un análisis mas cuidadoso del factor tiempo en la excitación 
de un sincicio funcional, porque ahora hasta las propiedades 
cualitativas mismas del factor de forma dependen de la 
distancia 

zo entre el centro eléctrico del electrodo y el tejido blanco. 
Para zo lo suficientemente grande ese factor de forma va a 
diferir muy poco del correspondiente a un electrodo convexo y 
en consecuencia el radio de influencia se va a poder estimar 
por la misma formula. Pero cuando Ze es lo bastante pequeño, 
las cosas son muy diferentes. Para ver esto con facilidad es 
conveniente volver al modelo de electrodo cóncavo que 
introduje en la sección (D) del Capitulo IVY (un monopolo más 
un dipolo), puesto que a través de este caso concreto se 
pueden obtener las principales propiedades que presentan los 
electrodos cóncavos en general. 


Con el propósito de abreviar, cuando sea necesario referirme a 
dicho modelo de electrodo cóncavo, lo haré con la designación 
“electrodo manzana" (nombre que se inspira tanto en el aspecto 
que presenta su superficie exterior como en sus efectos 
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] estimulantes sobre el pensar acerca de la excitabilidad 
Ñ tisular). 


En 1V (D) desarrollamos algunos aspectos del factor de forma . 
del electrodo manzana en relación con la excitación de fibras. 
Ahora es necesario calcular el factor de forma correspondiente 
a la estimulación de un sincicio funcional. Gonsideremos un 
7 sistema de coordenadas cilíndricas Po ES tal que el - 
origen coincide con el punto donde se pueden imaginar situados” 
el monopolo y el dipolo (dicho punto, como vimos en 1Y (D)>,no 
3 coincide con el centro eléctrico del electrodo). El tejido 
excitable ocupa un hemiespacio caracterizado por ZX2 Zo-— fo 
donde foes la distancia entre el centro eléctrico del 
E electrodo manzana y el origen de coordenadas, (El “centro 
eléctrico se encuentra situado en el punto £ =->-“%del eje Z). 
En este caso el factor de forma viene dado por la siguiente 


formula: 
e do [p 225") 
[19] 
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TES "rg a Za (p? +27 1% 


- donde, por definición, Zy= - 0 A y Zr debe ser mayor que 2,364, 
para que la frontera del sincicio no interseque la superficie 
del electrodo (igual que en el caso de la fibra discutido en 
IV (D)). 


Nuevamente, para A y 27 fijos, cuando P tiende a infinito 
* el factor de forma cae a cero como 1/p3 a partir de un cierto 
0 valor fe£ que corresponde al punto de inflexión más alejado, 
de modo que Ro puede estimarse a partir de la formula 


E Rorzp + (Fl) MALES z2)| ) [207 


Ñ exactamente igual que para el caso de los electrodos convexos. 

Pero para XL lo bastante pequeña (menor que 3 fo )) FC y Ly ) 

presenta el aspecto que sugiere la fig 6. (Esta figura 

muestra, además, como se puede construir una estimación para 

- Ro a partir del factor de forma, utilizando la formula [ 203), 
: El factor de forma presenta dos máximos laterales, 
simétricamente dispuesto respecto de P = 0. 


A medida que Zr disminuye desde 34 hasta 2,386 fo esos 

máximos se corren desde las proximidades de y =0 hacia 
A 1,2340 
z y se hacen cada vez mas grandes. En ese caso el empleo del 

, modo uno como modo dominante en el proceso de excitación, ya 

no puede considerarse siempre Justificado (Dicho modo esta 
asociado con la función propia proporcional a Jo (1 PIRO) con 
0%42:2,405, como fue mencionado en la parte (B) del capitulo VII 
previamente a la deducción de VII (B)> [ 19 ]J.) 


Cuando los máximos laterales del factor de forma son acusados 

y están muy separados, la polarización resultante puede 
- excitar modos de orden superior en forma no despreciable. Si 
uno de esos modos pasa a ser dominante la constante de tiempo 
A correspondiente se podrías estimar sustituyendo en la formula 
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[18 ] el parámetro 4 por el cuadrado del correspondiente 
cero de la función de Bessel. : 


Con esto ts tendería a disminuir respecto del valor que 
predice la formula [ 18 ] para el mismo Ro. Pero en general 


cabe esperar que el factor tiempo en la excitación, para el.. 


caso en que els sincicio funcional se encuentre lo bastante 
próximo al electrodo cóncavo; debe ser estudiado empleando una 
cinética con al menos dos modos interactivos. 


El estudio del efecto de la no uniformidad y la anisotropía 
puede efectuarse por métodos numéricos o bien algunas veces 
analíticamente, mediante el cambio de coordenadas que aparece 
en la nota al final de VII (E_) para el conductor de volumen 
de los tejidos, así como mediante el cambio de coordenadas que 
aparece en la parte final de VII (C) (ver formula VII (C)> E 281) 
"para. el continuo formado a partir de las membranas 
excitables, planteando. el desarrollo multipolar característico 
del electrodo en el espacio de las coordenadas auxiliares 
(que por construcción es homogéneo' e isotropo, pero en general 
ahora no cabe esperar simetría de revolución en este espacio 
si la superficie del electrodo posee dicha simetría en el 
espacio físico). 

Veamos ahora si podemos encontrar : explicación a los 
resultados experimentales sobre la cronaxia o la constante ts 
a partir de las consideraciones previas, para el caso 
constituido por la estimulación eléctrica del miocardio. A 
propósito del miocardio tenemos datos sobre la cronaxia de los 
electrofisiólogos básicos clásicos así como de los 
electrofisiologos clínicos. 

Cuando «se estudio la aplicabilidad de los modelos de Blair y 
de Hill al miocardio se halló que la constante k (igual a ts 
en el modelo de Blair y casi proporcional a ts en el caso del 
modelo de Hill) dependía de las dimensiones del electrodo. 
Por su parte, los electrofisiologos clínicos encontraron que 
las cronaxias para pulsos de corriente controlada dependen del 
radio del electrodo (Schaldach y Furman, (eds), 1975 ; Aubert 
y Ector (eds), 1985). Figs 7 y 8. : 

Por su parte Yrnich (1980) hallo una relación 

estadística lineal, 

a partir de medidas del umbral: agudo de estimulación del 
miocardio, entre la cronaxia para pulsos de corriente y la 
raíz cuadrada del área de la superficie del electrodo, para 


electrodos de marcapaso utilizados en estimulación 
endocardica: EA da : 
e O.At12m 
ter e o. 2 q 2 di lé=, A 


con un coeficiente de correlación r = 0.944: 


A . , . 
Esta correlación ¡involucro datos de varios autores, con 


electrodos diferentes y , por supuesto , para diferentes 
miocardios (humanos) , mientras que la formula ([ 18 3 se 
refiere a un mismo miocardio estimulado por diferentes 


electrodos. De todos modos, ambas expresiones en principio 
son compatibles puesto que el coeficiente de correlación no es 
muy alto por un lado, mientras que por el otro es posible 
aproximar una porción significativa de la curva sigmoidea que 
relacional ts con Ro por su tangente tomada en el punto de 
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inflexión de dicha curva (fig 9). 


Con ésto solamente se aparten notoriamente de la recta:: 
aproximante los valores de ts para radios de influencia ya sea”. 
muy grandes, ya sea muy pequeños, pero no los valores de ts... 
que corresponden a valores intermedios de Ro. En experiencias ': 
realizadas en agudo con electrodos no muy pequeños el espesor * 
del casquete de tejidos no excitables interpuesto entre el: 


electrodo y el miocardio puede, en primera aproximación 
despreciarse, lo cual equivale a poner Ro “+ 1,3. ro para 
electrodos convexos como los utilizados en la correlación de 
Irnich. y 


En un mismo sistema electrodo-miocardio, a medida que 
transcurren los días «se suele observar un. incremento de la 
cronaxia de corriente seguido generalmente luego de la segunda 


semana a partir del día de la implantación, por cuna 


disminución hasta no más abajo del 80% de su valor máximo 
(Irnich, 1980). No obstante el incremento de las primeras dos 
semanas puede verse precedido : * A - —porunae fase de 
disminución, mas o menos corta, que luego se continua por la 
fase de incremento mencionada (ver Ámiel y Besson, 1984). 
Estas modificaciones se correlacionan con modificaciones 
histoldgicas e histopatoldgicas en la región adyacente al 
electrodo (Schaldach y Furman (eds), 1975; Aubert y Hector 
(eds), 192985) asociadas con la inflamación y posterior 
formación de un casquete de tejido fibroso que envuelve la 


“cabeza del electrodo. Como consecuencia aumenta 


progresivamente d y aumenta la conductividad eléctrica local, 

hasta que se produce una cápsula de fibrina que . j se 
retrae, disminuyendo d y disminuyendo también la conductividad 
eléctrica del casquete. (Irhich, 1985). Esto, junto con la 
fórmula [ 18 1] y la discusión previa sobre la relación entre 
ts y Ro permite explicar el comportamiento observado para la 
cronaxia correspondiente a la estimulación mediante pulsos de 
corriente controlada (Las mediciones de las variables globales 
del umbral empleando pulsos de voltaje controlado involucran, 
como vimos en el Capitulo 1, además de todos los parámetros 
electrofisiologicos y geométricos implicados en los fenómenos 
del umbral para pulsos de corriente controlada, los parámetros 
de la polarización de la doble capa electroquímica de la 
interfase electrodo-tejidos. Como consecuencia, pese a que 
algunas veces son las únicas disponibles en electrofisiología 
clinica, deben ser evitadas en la medida de lo posible, si 
nuestro interés radica en el tejido excitable mismo). 


Si bien las modificaciones de la cronaxia al pasar de la 
estimulación unipolar a la bipolar no han sido especialmente 
investigadas, los datos estadísticos disponibles indican que 
las cronaxias medidas empleando sistemas de estimulacion 
bipolares con cátodos proximales son significativamente más 
elevadas que las cronaxias medidas empleando sistemas 
unipolares (Fiandra (ed> 1985) Esto confirma la 
correspondiente predicción de la teoría desarrollada en esta 
memoria. 


Finalmente, tenemos los resultados de los experimentos 
efectuados en miocardio de perro,para comparar un nuevo tipo 
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de cabeza de electrodo para marcapaso (electrodo clotoidal o 
clotoide) con un electrodo convexo convencional del mismo. 
diámetro (Suárez AÁntola, Griego y Fiandra, 1994). Serán 
considerados posteriormente en conjunto con la reobase y la 
carga umbral límite. 


eS 


(B) Lg _reobase yv la carga umbral limite para fibras y 
PEPE es . , — 
electrodos cóncavos 


Cuando se descubrió la reobase, en relativamente poco tiempo 
había quedado bastante claro que dependía de numerosos 
parámetros externos al tejido blanco de la estimulación, lo 
mismo que la carga umbral límite (Kayser, 1969; Laget, 1970) 
de modo que perdió interés como parámetro característico de 
la excitabilidad del tejido. 


Ocasionalmente aparecieron trabajos donde se ¡informaron 
resultados semicuantitativos sobre la relación entre la 
amplitud de corriente y la distancia del electrodo al tejido, 
hasta el trabajo clásico de Tasaki (ver Tasaki 1968), quien 
encontró una relación aproximadamente lineal entre la amplitud 
umbral de la corriente estimuladora y la distancia del 
microelectrodo al modo de Ranvier. Para el caso en el que el 
microelectrodo se encuentra muy cerca de un nodo, a una 
distancia xo del mismo, siendo R la resistencia eléctrica 
correspondiente al trayecto entre dos nodos vecinos a través 
del axoplasma, P la resistividad del conductor de volumen de 
los tejidos (supuesto homogéneo e isótropo) y suponiendo 
además que la excitación de la membrana de ese nodo se produce 
cuando la corriente eléctrica hacia afuera, que la atraviesa, 
alcanza un valor critico ic, Tasaki obtuvo para la amplitud 
umbral de corriente que debe fluir a través del microelectrodo 


la siguiente expresión: lu= 7] e. Ao xo [ 21 ] (Tasaki, 
1968; Volkenstein, 1983). F 
Cuando xo tiende a cero, según la expresión [ 21 J] lu debe 


tender a cero. Lo que se pudo medir en realidad fue un valor 
mínimo para Iu cuando ele. cátodo se coloco sobre el nodo. 
Asimismo, a medida que el electrodo se aleja (del nodo 
considerado) paralelamente el eje de la fibra, llega un 
momento en que la relación entre lu y xo deja de ser lineal, 
como se desprende de los resultandos de los experimentos de 
Tasaki mismo. 


El estudio de los fenómenos del umbral para fibras mielínicas 
puede organizarse convenientemente ¡introduciendo tres escalas 
espaciales: una escala menor, del orden de la longitud del 
nodo de Ranvier, una escala intermedia, del orden de la 
tercera parte de la distancia internodal y una escala mayor 
del orden del triple de la distancia internodal. Cuando el 
microelectrodo se encuentra a una distancia del nodo cuya 
escala es la menor de la tres, el nodo mismo debe ser modelado 
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como un cable corto con una envoltura resistiva. Eventualmente 
deben tenerse en cuenta las dimensiones transversales, 
abandonando el tipo de modelo global unidimensional 
característico de la teoría del cable en electrofisiología. 


Cuando el microelectrodo se encuentra a una distancia mayor: 
que la característica de la escala menor pero dentro del orden 

de valores de la escala intermedia, es posible describir la 
polarización de la fibra, con cierta aproximacion , utilizando 

un modelo global unidimensional de cable en. el que los nodos 

de Ranvier se describen con parámetros concentrados, es decir, 

como si la polarización de sus membranas fuera uniforme. Una 
simplificación adicional consiste en concentrar parámetros 

también en los largos segmentos internodales,- obteniéndose así 

los modelos discretos como el utilizado por Rattay (1987). 


En este caso las variables globales del umbral dependen tanto 
de la distancia del electrodo a la fibra como de la posición 
del electrodo respecto del nodo estimulado, es decir, importa 
mas bien la distancia del electrodo al nodo. 


Cuando el electrodo se encuentra a una distancia mayor que la 
característica de la escala intermedia, pero del orden de la 
escala mayor,las variables globales del umbral pasan a 
depender fundamentalmente de la distancia del electrodo a la 
fibra, resultando relativamente independientes de la posición 
del electrodo respecto del (o los) nodos estimulados. 


Para los últimos dos casos(escala intermedia y escala mayor) 
hemos encontrado que es posible desarrollar una versión 
discreta «ce análisis modal no lineal muy parecida a la versión 
continua que construimos para la fibra en los Capítulos IV, Y 
y VI de esta memoria, sobre la base de introducir un intervalo 
de ¡influencia del electrodo. En este caso la longitud del 
intervalo de influencia es un múltiplo de la distancia entre 
nodos vecinos. Su valor mínimo resulta ser ¡igual al doble de 
esta distancia, lo cual a su vez limita la distancia a la que 
puede situarse el electrodo respecto de la fibra, que entonces 
no debe ser inferior a la tercera parte de la distancia 
internodal, aproximadamente. 


Para la constante de tiempo y la reobase se obtienen así 
expresiones parecidas a la de la fibra continua que resultan 
aplicables cuando la distancia del electrodo a la fibra es 
superior a la tercera parte de la distancia internodal. Para 
distancias menores que esa y cuando el electrodo externo se 
acerca al nodosque finalmente va aser excitado por un 
estímulo justo-umbral y es necesario sustituir dichas 
expresiones de los parámetros globales de la excitabilidad por 
otras sensiblemente distintas a las que se aplican en el caso 
de una fibra continva. 


Siguiendo la indicación de Ruben Budelli y Aníbal Sicardi dejo 
el desarrollo de estos temas específicos de la estimulación de 
fibras mielínicas por electrodos externos para otro trabajo. 


Me restrinjo asía fibras excitables de estructura uniforme 
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. E, Pro. . Ñ 
(nerviosas amielínicas o musculares esqueleticas) o bien a. 


sincicios funcionales representados por medio de un continuo 


de membranas excitables y un conductor de volumen equivalente. 


(caso del miocardio y el músculo liso visceral). De todos 


modos hemos visto que un modelo matemático de fibra excitable - 


continua, revestida por una vaina resistiva, puede ser 
utilizada también para describir algunos aspectos de la 
estimulación de fibras mielínicas por electrodos externos. 


Trabajando con el modo uno  desacoplado se obtiene en este 
modelo uña expresión pera la reobase de corriente parecida a 
la de la fibra excitable no revestida, aunque con la constante 
de espacio VENIAN LY EN 
m sustituida ahora por Am +llr,) donde - fz es la 

resistencia (al flujo radial de corriente) ¿por unidad de 
longitud de la vaina y ri es la resistencia por unidad de 
longitud (al flujo de corriente longitudinal) del interior de 
la fibra. Nuevamente, una vez superado el entorno de la 
longitud de ¡influencia critica donde la reobase y la carga 
umbral limite presentan una singularidad (de acuerdo con este 
tipo de modelo), la reobase crece primero linealmente y luego 
como el cubo de la longitud del intervalo de influencia (ahora 
el numero adimensionado A/Am es sustituido por en 
la expresión Vas O) 
para la reobase). Por su parte en las mismas condiciones la 
carga umbral limite crece como el cubo de f , igual que en el 
caso de la fibra no revestida. Mientras tanto, en el caso de 
los sincicios funcionales tanto la reobase como la carga 


La . . 
-« umbral limite, una vez superado el entorno del radio de 


influencia critico, deben crecer como el cuadrado de dicho 
radio de influencia, de acuerdo con los resultados que 
obtuvimos en VII (C). (Para los electrodos convexos el radio 
de influencia es proporcional a la distancia entre el centro 
eléctrico y la superficie del tejido excitable. Para los 
electrodos cóncavos la situación es mas compleja, como hemos 
visto). 


Esta diferencia de comportamiento entre las reobases y las 
cargas umbral limites de las fibras excitables y los sincicios 
funcionales se debe en Última instancia a los factores de 
forma que en uno y otro caso conectan el campo de corrientes 
estimuladoras con la polarización de las membranas excitables 
del tejido blanco. Pero en todos los casos se tiene que la 
reobase de corriente quo tiende a cero cuando la distancia 
entre el centro eléctrico del electrodo y el tejido excitable 


tiende a cero. Para el caso de las fibras nerviosas 
amielínicas o musculares esqueleticas no hemos hallado 
investigaciones experimentales 0 de simulación digital 


destinadas a explorar este punto. 


El trabajo de Rattay (1987) utiliza pulsos de duración fija - 
100AJe 

7 - muy cortos respecto de la constante lineal de membrana 
de la fibra. E 


Para distanciess a las cuales la constante de tiempo del 
sistema electrodo-fibra no es ¡inferior al omilisegundo sus 
resultados, multiplicados por la duración del pulso, se pueden 
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considerar como cargas umbral limite:- expresadas en función. d 


la distancia. Pero a medida que esta última disminuye , “la 
constante de tiempo ts dismimuye y esa interpretación deja: de' 


ser valida. Por último el modelo matemático discreto sobre el 


que se basa toda simulación por computadora ya no se 


corresponde con el modelo matemático continuo que se desea 
simular. 


Para el caso del miocardio, tanto los resultados obtenidos por 
Lindemans (Sinaeve, Willems y Stroobandt, en Aubert' y Hector 
(eds), 1985) como los resultados del trabajo de Miller, Me 
Gregor y otros (Aubert y Hector (eds), 1985) parecen confirmar 
mi predicción según la cual la reobase no tiende a cero 
cuando la distancia entre el electrodo (de dimensiones 
despreciables) y el tejido tiende a cero. En particular, a 
partir de las expresiones para la reobase obtenidas en VII (C) 
es posible no solo explicar estos resultados experimentales 
sino inclusive estimar en forma aproximada una constante de 
espacio. 

Para esta constante se obtienen valores compatibles con los 
que han sido determinados experimentalmente a partir de 
mediciones de la propagación electrotonica de la 
despolarización y de las velocidades del potencial de acción 
en dirección paralela y en dirección transversal a la de las 
fibras, en miocardios de mamíferos. (Es decir, en experimentos 
completamente diferentes a los experimentos sobre el umbral 
que sirven de base a la HECTOnAdS estimación de la constante 
de espacio). 


Á partir del cociente entre el umbral crónice y el umbral 
agudo, Miller, McGregor y los otros autores del trabajo 
mencionado estimaron el espesor A del casquete de tejido 
fibroso no excitable interpuesto entre la superficie del 
electrodo y el miocardio, luego de producida la reacción 
inflamatoria al cuerpo extraño. Hallaron AR 0,6 mm. 


E z E 
Luego efectuaron un estudio histologico del casquete y 
encontraron que la distancia mínima entre el electrodo y el 
tejido excitable era e x= 0,17 mm, significativamente menor que 


Y 
Az 0,60 mn ( según esos autores), Todo esto corresponde a un 
electrodo convexo de radio ro T 1,2 mm. 


Como cabe esperar que la densidad de corriente eléctrica sea 
mayor sobre la -. superficie del miocardio mas próxima al 
electrodo y es la densidad local de corriente el factor 
decisivo en el caso de la estimulación de sincicios 
funcionales, parecería que Á y e 

deberían coincidir dentro del margen de error experimental. 
(Inclusive la denominada "teoría del electrodo virtual” en la 
cardioestimulación eléctrica crónica asume que el espesor 
efectivo Á y la distancia mínima al tejido excitable e son 
equivalentes. Ver Miller, Mc Gregor y otros, en Aubert y 
Hector (eds), 1985). 


yA 
Puesto que el miocardio es anisotropo, es conveniente trabajar 
en un espacio auxiliar como el introducido al final de VIl 
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(C)>). En ese espacio auxiliar el. tejido se comporta como si 
fuera homogéneo e isdtropo, de modo que se le aplican los 
resultados obtenidos en VIl (B) y en la primera parte de VIl 
(C): en particular las formulas VI1 (B) [ 189 ] y VII (C) [ 8] 

, así como la discusión sobre la relación entre la reobase y 
la distancia zo entre el centro eléctrico del electrodo y el 
tejido excitable que aparece a continuación de la formula VII 
(B) [ 10 7]. Esto supone haber asumido que el campo de 
corrientes generado por el electrodo estimulador «se comporta 
en forma no muy diferente, en el espacio auxiliar, que el que 
produciría un electrodo esterico: en un conductor de volumen 
homogéneo e isótropo. 


Se puede demostrar. entonces que la  reobase debe ser 
proporcional a e PA dez - donde As Re zz es 
la constante de Mm 

espacio en dirección transversal a las fibras y €4y verifica la 


ecuación 
7? 
Cda E) (E ) 
a P 
a E A 
'CAJEDÍA Ct + Ad , 
Tt > 

Poniendo 41 Y 5,783, B x= 1y J= 2,5 resylta que la 
reobase debe ser proporcional, aprodimademente, a Zo + 3,8 Az 
donde Zo = ro+ d. En la expresión VII (C)> [ 8 ] para la 


reobase, aparece la amplitud umbral del modo uno, que también 
depende de Zo. De acuerdo con la formula VII (B)> [ 12 7] para 
dicha amplitud umbral,que es similar a la formula V (B) [ 18 ] 
(ver fig V. 8), su Ja riadión con Zo es mucho menor que la de 
Zó + 3,8 Amz excepto 

en las proximidades del punto de bifurcación. (Aquí es tan 
notoria que produce el bucle en la reobase que muestra la figs 
Y. (14a)). En primera aproximación la consideraremos constante, 
de modo que de todo ésto obtenemos que la reobase no tiende a 
cero cuando Zo se aproxima a cero. 


Por otra parte la reobase, según la teoría del electrodo 
virtual, debe ser proporcional a (ro + 4)?. Entonces (ro +4 )2 
= (ro + d)? *k 3, € Arz. 
Para "oow% 1.2 mm, AZÓO.8 mm y € =— 0.2 mm, se 
biéne Amz = 600 mp para la constante de espacio en 
dirección transversal a la fibras. 


Este valor estimado resulta compatible con los valores 
determinados a partir de experimentos efectuados totalmente in 
vitro (Clere, 1976; Zipes y Jalife, 1990, cap 13). 

Consideremos ahora las curvas intensidad duración para los 
electrodos cóncavos. En la fig I. 11 (a), (b), (c) y (d) se 
muestran algunos resultados de la comparación de un electrodo 
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clotoide (fig 10) con un electrodo convexo convencional,- ambos 
construidos a partir de cilindros de platino de 2 mm de 
diámetro. Ambos poseen un área de 10 mmPaproximadamente. 


En la fig 11 (a), Cb), (ec), (d) y (a) se muestran algunos 
resultados de la comparación del electrodo cóncavo ASTER 1263 
con el electrodo en anillo GSORIN S100 '(gigs 12 y 13) (Los 
datos provienen del trabajo de Amiel, Bésson y Lehmann, en 
Aubert y Hector (eds) 1985). La superficie del electrodo 
cóncavo ASTER 1263 posee un área de 6 mm? , mientras que el 
área correspondiente del S100 es de 7 mm? 


Se pueden observar varias regularidades interesantes. Durante 
los primeros 10 días los electrodos cóncavos (el ASTER y el 
clotoide) dan umbrales mas homogéneos (de menor dispersion) en 
comparación con el electrodo anular o elcilíndrico. Sin 
embargo, a la sexta semana esa ventaja se ha perdido en el 


caso del ASTER 1263. 


En el momento de la implantación (fig 11 (a)) el electrodo 
cóncavo parabólico ASTER forma con el miocardio un sistema 
cuya excitabilidad global no difiere significativamente de la 
del sistema formado por el SORIN S100. Por el contrario el 
electrodo clotoidal forma un sistema electrodo mioczardio que 
parece poseer una menor excitabilidad global que la que posee 
el sistema electrodo miocardio para el electrodo cilíndrico (o 
sea, en el momento del implante el electrodo clotoid se 
comporta peor que el cilíndrico). 


La excitabilidad global para el S 100 disminuye más rápido, 
durante los primeros 10 días, que la del ASTER 1263. La 
diferencia a favor de este último es máxima al sexto día. Por 
su parte, la excitabilidad global del electrodo clotoidad, que 
al implante era inferior a la del electrodo cilíndrico, mejora 
a medida que pasan los días. 


Al primer día ambas excitabilidades ya están muy próximas y de 
ahí en adelante la diferencia pasa a estar a favor del 
clotoide: se ha producido una inversión en la excitabilidad 
global que no se observa en elcaso del otro electrodo 
cóncavo. 


Para encontrar una posible explicación a todos estos 
resultados experimentales debemos partir de la constatación, 
efectuada en 1IV(D), que a distancias lo suficientemente 
grandes de la superficie de los electrodos cóncavos se 
desvanecen las diferencias con los electrodos convexos. En 
igualdad de la demás condiciones lás dimensiones de la región 
del conductor de volumen afectada por la concavidad depende de 
las dimensiones del electrodo y de la forma adoptada por su 


' superficie cóncava. 


Para electrodos de la misma forma pero de diferente tamaño, 
las dimensiones de la región afectada por la concavidad son 
proporcionales a una longitud representativa de las 
dimensiones del eleetrodo. 


En el caso del electrodo manzana (que introduje como ejemplo, 
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particularmente idealizado pero simple, de electrodo cóncavo),:' + 


una longitud como esa es el parámetro representado por el . 
símbolo o* E 
(ver 1Y (D) ). 


Si la reacción ¡imflamatoria conduce a la formación de un 
casquete de tejido fibroso lo bastante grueso, el tejido 
excitable «queda fuera de la región donde se manifiesta el 
efecto de la concavidad. Dadas las dimensiones relativamente 
pequeñas del electrodo parabólico de platino ASTER 
(comparadas con el clotoide que también es de platino),y dado 
lo agresivo de sus bordes, de curvatura media muy elevada, 
cabe esperar por un lado una región de efecto de concavidad 
mas pequeña, y por el otro que se estimule la formación de un 


casquete de tejido fibroso de espesor apreciable. En cambio, 


el electrodo SORIN S 100, de dimensiones más O menos 
equivalentes, está hecho de carbono pirolítico y es más 
redondeado. Las nenores curvaturas) y mas aun, la superficie 
de carbono, van acempañadas del crecimiento de un casquete de 
tejido fibroso significativamente más delgado (Ánbert y Hector 
(ed), 1985) en igualdad de las demás condiciones. Esto podría 
explicar porque el electrodo parabólico termina por perder su 
ventaja respecto del electrodo anular. De todos modos, en el 
período crítico que media entre la implantación y la etapa 
crónica, el electrodo parabólico se comporta mucho mejor que 


el otro electrodo (el cual es ya muy bueno respecto de modelos 
anteriores). 


El electrodo elotoidad es más grande, mas redondeado y posee 
uná forma que, en igualdad de las demás condiciones, genera una 
región «¿e efecto de la concavidad mas extensa. Además fue 
comparado con un electrodo del mismo material, y las mismas 
dimensiones de modo que cabe esperar que los espesores de los 
casquetes de tejido fibroso no difieran en forma significativa 
para uno y otro electrodo. 


¿ 

Para analizar porque se da la inversión de la excitabilidad 
global oO aparente en el caso del electrodo clotoidad pero no 
en el caso del electrodo parabólico, es necesario recurrir al 
concepto de familia de estados umbral y a las propiedades de 
la distribución espacial del campo de corrientes eléctricas en 
el conductor de volumen de los tejidos, propiés de cada 
electrodo. 


Ántes de retomar Este tema de la inversión de la excitabilidad 
£lobal, debemos examinar más a fondo la cuestión de las 
familias de estados umbral para fibras y para sincicios 
funcionales. 


(4) (en obro Era bajo. 7 posterior a éste) 


Es posible aplicar el concepto de intervalo de influencia al 
caso de la estimulación de una fibra por un microelectrodo 
intracelular? Si así fuera se podría ¡intentar un análisis 
modal no lineal también para este caso, y presumiblemente 
esto: lo.) Nos permitiría intentar una explicación de los 
hechos conocidos «sobre las constantes de tiempo del sistema 
electrodo- fibra cuando el electrodo es interno (Jack, Noble y 
Tsien, 1983), 

20.) Nos permitiría entender las diferencias observadas entre 
las constantes de tiempo de los sistemas electrodo-fibra para 
fibras estimuladas por electrodos puntuales externos y las 
constantes de tiempo de los sistemas para las mismas fibras 
estimuladas por electrodos internos (Ranek, 1975). 


En el caso de un cable despolarizado por un microelectrodo 
interno, el perfil umbral corresponde a la solución de la 
ecuación del cable estacionaria estudiada por primera vez por 
D. Noble (1972). Es decir,hay un único perfil umbral para 
todos los casos de estimulación por microelectrodos internos, 
a diferencia de lo que ocurre en el caso de la estimulación 
por electrodos externos, en la que es necesario introducir una 

j dependientes de la distancia del 
electrodo a la fibra, de la forma del electrodo (si 


corresponde) de las propiedades del conductor de volumen 
externo a la fibra, etc. 


Se sobrentiende que, para simplificar nuestro análisis, 
congelamos las variables de recuperación y  relajamos . al 
equilibrio las variables de activación; si es necesario, 
podrán ser tenidas en cuenta posteriormente. " 


Como consecuencia del interés en estimular a través de 
microelectrodos internos, la existencia de una pluralidad de 
estados umbral -—y sobre todo, la importancia fisiológica y més 
aun biológica que esto posee- parece haber pasado 
desapercibida hasta el presente trabajo. 


La importancia del concepto de familia de estados umbral 
transciende el ámbito de la estimulación eléctrica de tejidos 
- para poder ser extendido a todo tipo de interacciones 
intercelulares que conduzcan a la génesis de potenciales de 
acción en algunas células o masas celulares, incluyendo 
interacciones mediadores-membranas e “interacciones mas 
indirectas, a través del metabolismo mismo o de ciertas 
modificaciones locales de las atmósferas ionicas no generadas 
por los mismos canales ¡iónicos que producen el potencial de 
acción. 

Una vez aclarado ésto, veamos que efectivamente es posible 
extender el concepto de intervalo de influencia a la 
estimulación intracelular de fibras por medio de 
microelectrodos. Consideremos la solución estacionaria de la 


ecuación de cable, v =W_(x), que verifica lim tos “e. (X) = "0 

(fig 14). E 

En los puntos X= - Xu y x= <“+xmel potencial transmembrana 
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vale u (el umbral uniforme de membrana) y allí la curva v = 


(x) presenta sus puntos de inflexión. Construyendo una primera. 
estimación de la escala de variación dev <= Vos (x) en los | 


intervalos ( -0, - xu ] y [ + xu, + e2 ) de la misma forma 
que lo hemos venido haciendo hasta ahora, obtenemos Vos (Xu) 
El! 
olx 
(x— au) 
u l Am 


Pero Mos (X) puede aproximarse mediante en el 
intervalo [ xu, ++ ), de modo que teniendo esto' en cuenta 
resulta que una primera aproximación a la estimación que 
buscamos vale Am (es igual a la constante de espacio de la 
fibra). (Como la exponencial disminuye hasta 0,37 de su valor 
cuando x se ¡incrementa en M , esta estimación es un poco 
pequeña). Entonces construimos el  ¡ y] j 


de extensión igual a bz = 2(xu + Am) y suponemos que el 
voltaje transmembrana puede asumirse nulo en sus extremos, 
durante todo el proceso de despolarización de la fibra hasta 
justo alcanzar el umbral: v (t, + (xu + Adm)) = 0. 


Mientras la corriente fluye a través del microelectrodo 
interno, 

1£,0) va a presentar una discontinuidad según x en el 
punto j 
x= 0Omdonde suponemos se halla el electrodo. Pero una vez 


interrumpida la corriente, ese punto de doble tangente 
desaparece y se redondea el perfil espacial de voltaje. Si 
ed . . . .» 
este queda por encima del perfil umbral, la estimulación se 
producirá, si queda por debajo la estimulación fracasarg. 


Introduciendo el mismo tipo de análisis modal no lineal que 
hemos venido empleando hasta ahora, con las mismas funciones 
propias pero referidas ahora a un intervalo de extensión A 

y considerando nuevamente el modo uno como dominante, hallamos 
una amplitud umbral para el modo uno con 4f¿ en lugar de, 
pero por lo demás igual al caso de estimulación de fibras por 
electrodos externos. 


Podemos obtener la misma expresión de Lapicqgue-Hill para la 
curva ¡intensidad-duración en este caso de estimulación .-con 


electrodos internos, con fc en lugar de A  . Entonces la 
constante de tiempo para el sistema electro-fibra cuando el 
microelectrodo es ¡interno (y la fibra no posee un 
revestimiento resistivo) vendrá dada por: ts = Tm 


A+ 22 


, ECAy+ Xu), +(0m+74)) 


ha [17] 


Teniendo en cuenta que de =2 (x0+Am)12], de [11]y 97 


obtenemos 
Es A 
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Esta es la expresión de la constante de tiempo para la 
estimulación intracelular, según la aproximación modal a. 
través del modo uno desacoplado. Se ve que depende del 
cociente entre xu y , pero no depende del electrodo -lo 
cual es razonable- puesto que el electrodo es puntual y se 
encuentra espetado en el citoplasma. 


Obsérvese que la magnitud 2 xu no es otra que la longitud 
limite de Rushton que ya consideramos en Y (A). 


RA R 
Para el áaxon gigante de calamar , Tm 3m seg. mientras que ts 


2m «seg (medida a través de experimentos o calculada por 
métodos basados en simulación digital) (ver Jack, Noble y 
Tsien, 1983, cap 12). 


Por otra parte, para el axon de calamar (xu/4 0,8 (Noble, 
1972; lá 

Jack, Noble y Tsien, 1983) de modo que, a partir de nuestra 
formula [ 3 ] para ts obtenemos: ts«¿-*0.57 . Admitiendo que 


Tr 
Th T73ImMs5s€e8, esta relación predice que ts “<= 1,70 m seg lo cual 
presenta un acuerdo excelente con el valor medido (de 
aproximadamente 2m seg), máxime teniendo en cuenta los 


errores experimentados y la naturaleza de las simplificaciones 
que hemos debido realizar para obtener la formula [ 3 J. (Si 
agrandamos un poco la estimación de As mejora la estimación 
de ts. Para ki= 2 (xu + 1,574xm) obtenemos ts A 2 m seg). 


Según la formula [ 3 ] a medida que el cociente x crece, el 
cociente ts debe crecer, manteniéndose por debajo de la 
unidad. “Cm z 

Para la fibra muscular esqueletica xu ez 0.4 y entonces ts 
0.44. Am Zum 


Para la fibra de Purkinjedel sistema de conducción del 
corazón, 

xuf, 2 0.15 y entonces ia = 0.35 (No obstante los preparados 
de E] 

fibras musculares esqueléticas pueden requerir modelos de 
fibras compuestas como los que se mencionan al final de esta 
sección). 


A medida que xu decrece, ts tiende a 0.28, según la 
fórmula 131. Am Tm 


En tédées estés casÓós se obtienen valores para ts no muy 
alejados de los. determinados experimentalmente, (aunque la 
diferencia entre'*"los valores medidos parece aumentar un poco 
para los valores de xu nas pequeños. ) 

Am 
Finalmente la formula [ 3 ] puede ser comparada con la formula 
correspondiente a la constante de tiempo en la estimulación 
por un electrodo externo: ts e [ 4] 


rn 


Th “4 sofa TAM / Ly? 


si A< 2 (xu + Am)= Ar, la constante de tiempo medida por un 


A) les imbes caloladog yo: 


Co 


-y 


“microelectrodo externo va a resultar menor que la constante de 00.0 


tiempo medida por un microelectrodo interno. Esto, 
adecuadamente extendido al caso de las fibras mielínicas, 
podría suministrar una explicación e las diferencias entre las 
cronaxias determinadas estimulando con electrodos externos y 
las cronaxiass determinadas estimulando con electrodos 
internos, para las mismas fibras. (Sobre esas diferencias ver 
Ranck, 1975). Cuando 4 >4¿ se debería encontrar una relación 
opuesta entre esas mismas cronaxias. Todo esto debería ser 
investigado experimentalmente con mayor detalle que lo hecho 
hasta este momento. En otro trabajo volveremos sobre la 
estimulación por electrodos internos, en particular sobre el 
diagrama de Fozzard y Schoemberg (1972) que relaciona el 
parámetro xu con el co Giente entre la 

constante de tiempo de la curva intensidad-duración para una 
fibra estimulada por un electrodo puntual y la constante de 
tiempo de la curva intensidad duración para una fibra 
uniformemente despolarizada (Jack, Noble y Tsien, 1983, cap 
12). : 


La comparación entre la estimulación por electrodos externos y 
la estimulación por un nicroelectrodo ¿Ñterno, en el caso de 
las fibras musculares esqueléticas y las fibras de Purkinje, 
así como la interpretación de algunos resultados de la 
estimulación por microelectrodos internos requieren considerar 
un tema que es importante desde el punto de vista 
electrofisioldgico. En mayor o menor grado también se lo debe 
de tener en cuenta al estudiar otros tejidos excitables: se 
trata de la forma en que se comportan, desde el punto de vista 
electrofisioldgico, grupos de fibras paralelas densamente 
empaqueteadas y fuertemente acopladas desde el punto de vista 
eléctrico a través de los estrechos espacios ¡intersticiales 
que las separan (ver, p.g., Falk y Fatt, 1964; Fatt, 1964; 
Moore, 1975; Eisenberg y Rae, 1977; Fozzawd, 1979; Jack, Noble 
y Tsien, 1983; Suarez Ántola, 1985). 


Cuando se construye un modelo matemático de la despolarización 
de las membranas de semejantes conjuntos, puede ser 
conveniente considerarlos como si fueran una única fibra 
gigante pero con una relación entre el voltaje transmembrana “Vm 
y la densidad de corriente /m diferente de JÍm= ELA Tio (V, W) 
que es la que 
hemos utilizado hasta el presente. 


Se obtienen así ecuaciones a derivadas parciales no lineales 
bastante más complicadas respecto de la ecuación del cable no 
lineal que, con el agregado de la función activante de Rattay, 
hemos utilizado como base para el análisis modal no lineal. 
Pero; en principio, este último debe poder ser aplicado 


también en estos casos mas complejos. 


Si hasta el instante en que se alcanza un estado de 
polarización umbral, se aproxima la relación ES Vin y Jm 
mediante una relación lineal, en dis de eo 2 As Wa Tm 
debemos emplear Moa A 


una relación más general del tipo P MZ RIE donde P y Q 
son operadores lineales, generalmente operadores diferenciales 
referidos al tiempo, análogos a los que se utilizan pera 
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ceo da 


conectar la tensión con la deformación en la teoría de la” 
viscoelasticidad A en Y, e. 
(Rabotnov, 1982). La relació Po=Q M podría plantearse en 
términos de operadores de derivación e - integración 
fraccionarios -como los que se usan en mecánica hereditaria: 
(Rabotnov, 1982, Suarez Ántola, 1987). De esta forma se podría 
tener en cuenta el posible efecto electrofisiologico de 
estructuras fractálicas asociadas a la disposición de las 
membranas. Quizás en una electrofisiología pata de este 
tipo se encuentre la clave para el problema no resuelto de las 
impedancias con ángulo de fase constante- que muestran algunos 


tejidos en un campo de corrientes eléctricas generado por 
electrodos externos. 


RNE 


(MN Estos operadores se refsciónan con Ass te es A nba 
mencionadar en ta Wota al put Ae TCE) 
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Ahora podemos estudiar brevemente el último de los temas 
propuestos para el desarrollo de esta memoria: la relación 


entre la génesis y la propagación estable del potencial de 
acción. 


Abordaremos este tema desde dos puntos de vista: el de la 
génesis de la excitación tal como le hemos introducido (a 
través del concepto de región de ¡influencia y del análisis 
modal) y el de la propagación estable y sostenida del 
potencial de acción (a través de las expresiones analíticas 
para la velocidad de propagación). 


En loque sigue supondremos que la densidad de corriente 
ionica transmembrana, tanto en el caso de una fibra excitable 
como en el 

caso de un sincicio funcional, pueden aproximarse por medio 
del polinomio cúbico (que empleamos para desarrollar el 
análisis modal del umbral con las variables de recuperación 
congeladas y las variables de activación relajadas al 
equilibrio con el potencial transmembrana): 


Jion() = qa E (w- baten?) 
Rm 


Comencemos por considerar una fibra infinita. En ese caso el 
potencial de acción viene representado mediante una onda de 
saturación que avanza desplazando en forme monótona el 
potencia: transmembrana desde vx=> Ó hasta y = vc, sin que se 
produzca el retorno al estado de reposo (pues las variables de 
recuperación permanecen congeladas) (Fitzhugh, 1969; Jack, 
Noble y Tsien, 1983). No obstante, a partir de un modelo tan 
simple como este, se puede obtener una estimación aceptable de 
la velocidad de propagación del potencial de acción en una 
fibra (Scott, 1977; Tuckwell, 1988). 


En estas condiciones, es posible demostrar que la velocidad de 
propagación de la onda de saturación, en condiciones de 


propagación estable, verifica P= Am CR= 2) [ 1 ] siendo, 
oa ve ta VERO 
por, por definición, K = y [ 2 7] el cociente entre el 


voltaje del estado excitado y el voltaje umbral, mientras que 


An y Tm poseen sus significados usuales. (La [ 1 ] se puede 
obtener a partir de la formula que dan Jack, Noble y Tsien 
(1983, cap 12) expresando el factor de seguridad S, que allí 
aparece, en términos de IR ). 


Cuando K = 2 la velocidad se anula, mientras que si RX 2 la 
velocidad se hace negativa. Esto último significa que la 
propagación de una onda de saturación que desplaza v desde v = 
O hasta v = ve no es posible en forma estable y autosostenida 
(aunque puede propagarse una onda de saturación que desplaza v 
desde v = ve hasta v = 0). Así KR = Z es un valor critico del 
parámetro adimensionado KR tal que si R> 2 la propagación 
estable y autosostenida del potencial de acción es posible, 
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según el modelo, mientras que si -H< 2 dicha propagación es. 


imposible. 
Ve 


Pero resulta que K = 2 equivale a | Za Md = 0 para el _ - 
O . 


caso 88 que Fion (v) venga dada por un polinomio cúbico, 
como supusimos. Ve 

Si If es mayor que 2, L Testo ah es negativa, mientras 
que 

si R es menor que 2, dicha integral es positiva. Esta 
ultima condición integral está relacionada a su vez con los 
teoremas topológicos sobre el umbral para la ecuación de 
Nagumo generalizada. 


Ve 
En particular, si L, Hon (0)do > 0) la fibra no puede ser 
excitada, a partir del estado de reposo, por una perturbación 
localizada no “importa cuén intensa y extensa sea dicha 
perturbación. (Esta condición se desprende, mediante algunas 
reinterpretaciones y transformaciones simples, de los teoremas 
que presenta Fife (1979) ). 


Por otra parte, a partir de la aplicación del método de 
Eckhaus para estimar la amplitud de una perturbación que causa 
inestabilidad, hemos hallado una longitud critica fc para el 
intervalo de influencia, tal que si la longitud de este último 
es inferior a fe la excitación de la fibra en ese sistema 
electrodo-fibra no es posible, no importa cuan intensa sea la 
perturbación producida por el electrodo sobre la membrana 
excitable de la fibra. 


Partiendo de la formula Y (B) [ 19 ] para la longitud crítica 
corresponde al _ modo uno desacoplado, se obtiene, teniendo en 


que 


cuenta que (T, = ¿que b= u+ve y que críÍ, ,la 
siguiente 1 Toga 1) HAL ? e uv. ? 
TT Am 
formula: f. ===" ( 3] . Asimismo, hemos visto en VE) 
CAB)? 4 
4 4ER 


que si los demás modos se acoplan con elmodo uno, la 
expresión para Ac debe modificarse un poco. Partiendo de los 
resultados cualitativos sobre el umbral, deberíamos esperar 
que la nueva expresión para 4e dependa de K de tal manera que 
se haga infinita para HK = 2. (Para K = 2, la [ 3 ] da Abe = 
11 Am , lo cual en unidades de Am es un valor 
considerable. > 


Ahora bien, llegamos al. concepto de intervalo de influencia a 
través de la consideración de un sistema electrodo-fibra. 
Primero, a propósito de la excitación por electrodos externos, 
luego, en la sección precedente, a propósito de la excitación 
por microelectrodos internos. En este último caso vimos que 
hay un único ¡intervalo de influencia correspondiente 2 un 
único perfil umbral para todos los microelectrodos internos. 


/ 
Luego, podemos avanzar un poco mas y plantearnos el concepto 
de ¡intervalo de ¡influencia con independencia de los 
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electrodos pero pensándolo en relación con los perfiles umbral 
correspondiente: ahora lo consideramos como un intervalo en el 
cual la polarización de la membrana de la fibra es 
significativamente distinta de cero, independientemente de que 
el origen de esa polarización sean 

j j Í j . Dada una 
determinada, longitud para dicho intervalo, mayor que la 
longitud critica, vamos a poder encontrar entonces un perfil 
umbral de polarización tal que una vez superado se producirá 
la excitación (por acción de. los electrodos o, de las 
sinapsis). Y si esa longitud es inferior a la eritica, la 
excitación no podrá producirse, no importa cual sea el 
mecanismo involucrado. 


Por otra parte, los máximos de los perfiles de despolarización 
umbral siempre se disponenfpor encima del. nivel correspondiente 
al umbral uniforme de membrana. La longitud del intervalo 
formado por los puntos en los que v supera a u corresponde a 
la longitud limite de Rushton en el sentido de D. Noble 
(1972). Para la estimulación por microelectrodos internos hay 
un único perfil umbral, como vimos en la sección (C) 
precedente (dentro del modelo de fibra excitable que estamos 
considerando) por lo cual hay una unica longitud límite de 
Rushton, tal como fue propuesto por D. Noble. Pero si el 


electrodo es externo, hemos visto que hay en principio. 


infinitos perfiles umbral y por ende, otras tantas longitudes 
límite de Rushton. Pero cuando se pegan electrodos externos, 
lo suficientemente pequeños, a la superficie externa de la 
fibra o de su envoltura de tejido conectivo, de modo que el 
electrodo se pueda considerar como un punto sumente (cátodo) o 
un punto surgente (ánodo) respecto de la corriente eléctrica y 
esta última se pueda representar como fluyendo principalmente 
paralela a la fibra, es posible modelar esta situación en 
forma bastante parecida a la que se usa para describir la 
polarización de una fibra excitable por microelectrodos 
internos. Entonces, se construye un intervalo de influencia 
para el cátodo, cuando este se encuentra lo suficientemente 
separado del ánodo, en forma análoga a como si hizo para un 
microelectrodo interno: el intervalo así construido no depende 
del electrodo externo y aparece nuevamente una única longitud 
límite de Rushton ahora en un contexto análogo al contexto en 
el cual Rushton introdujo su propio concepto de longitud 
limite. De ahí que la constante de tiempo y otros parámetros 
de la curva intensidad-duración obtenida excitando una fibra 
mediante electrodos externos pegados a la fibra deban depender 
de dicha longitud limite, como suponía Katz (1939). Si el 
cátodo y el ánodo puntuales se acercan entre si, sus 
intervalos de influencia correspondientes al perfil umbral se 
aproximan y se ¡interpenetran, con lo cual surge un perfil 
umbral único para el sistema formado por ambos electrodos y la 
fibra,  Á partir de esta observación se puede desarrollar un 


modelo de la excitación más sofisticado que el considerado en 
VI (EF). 


Dirijamos ahora nuestra atención a los sincicios funcionales 
homogéneos e isotropos. Nuevamente podemos aproximarnos a la 
cuestión de la génesis y la propagación del potencial de 
acción desde dos puntos de vista complementarios: el análisis 
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modal no lineal para describir una polarización justo-umbral- 
por un lado, la obtención de expresiones analíticas para la 
velocidad de propagación de un potencial de acción ya. 


instalado, por el otro. 


Pero aquí aparecen ciertas diferencias con las fibras que es 


preciso estudiar. 


El análisis modal no lineal nos suministro condiciones: 


globales para la génesis de un potencial de acción en un 


sincicio funcional, dadas a través de las amplitudes de modo - 


umbral correspondientes a diferentes regiones ocupadas por 
membranas excitables, fuera de las cuales la polarización de 
las membranas se considera no significativa. Dichas regiones 
corresponden así a los intervalos de polarización 
significativa -intervalos de influencia de la polarización- en 
el caso de las fibras excitables. 


A : ; E A li. 

Además determinamos las dimensiones de regiones criticas tales 
que si la región de polarización significativa queda incluida 
en una de estas regiones, la excitación no va a ser posible. 


Cuando lo que se propaga es un frente plano, obtenemos 
condiciones análogas a las que se deducen para una fibra 
excitable. Pero un frente plano puede llegar a ser una 
aproximación aceptable a la geometría del frente de un 
potencial de acción solamente una vez que dicho potencial de 
acción se ha extendido lo suficiente a través del tejido 
excitable, es decir, bastante después que se ha producido la 
excitación.- 


Pero toda excitación es un fenómeno localizado, de modo que en 
sus comienzos no puede despreciarse la curvatura del frente. 
La investigación de las condiciones para la propagación 
estable y autosostenida del potencial de acción en 
circunstancias en las que es preciso tener en cuenta la 


curvatura del frente de onda nos dio condiciones locales para 
dicha propagación. 


Efectivamente dicha investigación permitió calcular valores 
críticos de la curvatura media del frente de onda, por debajo 
de los cuales la propagación estable y autosostenida a partir 
de esos puntos ya no es posible. 


Sd Lis 
Mas concretamente, se encuentra un grado critico de convexidad 
en el frente def potencial de acción tal que, una vez superado, 
la propagación estable ya no es posible en ese pumto. Pero eso 
no impide que la propagación continúe allí donde el frente es 
menos convexo, 0 inclusive donde es cóncavo, alterándose así 
los valores de la curvatura media en todos los puntos del 
frente hasta que la propagación se reanuda en aquellos puntos 
en los que antes se había detenido, (Todo esto ha sido 
observado en estudios de simulación. Ver Zykov (1987) >). Solo 
cuando el frente de onda adopta la forma de una superficie 
esférica se puede alcanzar la convexidad critica 
simultáneamente en todos sus puntos. Entonces, para frentes 
esféricos de radio menor o igual al radio de curvatura crítico 
la propagación estable y autosostenida del potencial de acción 
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ya no es posible. 


Para una membrana excitable cuya densidad de corriente iohica | 
pueda representarse por el polinomio cubico que hemos estado 
considerando, cx la compúla VII (E) [ 21 ], que da un radio 
erítico Do. y de la expresión para 

pes cm Xu Owo Pao 
(análoga a a correspondiente a la fibra, pero obtenida 
sustituyendo la resistencia ohmica por unidad de longitud del 
interior de la fibra por Ly /Co ) se desprende la expresión 


fe SUE Vero _ 242 VR [A] 
Am  C(We-2u) UR=2)5 


siendo Am = ES 


. - . . . . Y 
sincicio funcional homogéneo e isotropo.- 


la constante de espacio de É 


Por su lado, el análisis modal no lineal permite estimar el 
radio crítico Ta para una región esférica tal que para 
esferas de radio inferior a Fe no es posible excitar el 
tejido. Si ese radio crítico se estima a partir de la fórmula 
VIl (B) [ 12 ] para la amplitud umbral - del modo uno 
desacoplado, teniendo en cuenta que para una esfera de radio [E 

el valor ar dnd TO al modo uno es pa =(T Tr 


se obtiene: 
2 MEN - [5] 


siendo, como siempre, Rue(Ve/y) 


Para R = 2 se ve que , Pe se hace infinito. Igual que en el 
caso de la fibra, cabriáa esperar que Te también se hiciera 
infinito para XK = 2. Esto no ocurre según la formula [ 5 ], 


pero no debe olvidarse que se la obtuvo para el modo uno 
desacoplado. 


Al ¡igual que en el caso de la fibra, el acoplamiento de modos 
altera la expresión para el radio eritico. Es razonable 
esperar que,si Ye mide el radio crítico más allá del cual es 
posible generar un potencial de acción, mientras que Pe mide 
el radio crítico de un frente esférico mas allá del cual este 
potencial de acción se puede propagar en forma estable y 


autosostenida, entonces Fe = Pe en todos los casos, (En un 
modelo con variables de recuperación congeladas y variables de 
activación relajadas al equilibrio con el potencial 


transmembrana no se da una respuesta local diferenciada que 
pudiera distinguirse, por un lado de un simple retorno al 
estado de reposo, y por el otro del comienzo de un verdadero 
potencial de acción). 


Si el sincicio funcional es heterogéneo y anisdtropo y sl se 
cumplen las hipótesis que efectuamos cuando planteamos la 
correspondencia entre el espacio físico y el espacio auxiliar 
en el que el frente def potencial de acción viene representado 


me 


y 


por un frente virtual, todo lo anterior, formulado para: el 


espacio auxiliar, puede ser reinterpretado en el espacio 


físico ocupado por el sincicio funcional considerado. 


Así una esfera de radio crítico en el espacio auxiliar 
corresponde a una superficie dada por la ecuación VII (E) [18] 


(con dimensiones según las direcciones principales de 


anisotropía proporcionales a dicho radio crítico)» en el 
espacio ocupado por un sincicio heterogéneo y anisdótropo tal 
que el tensor de dispersión eléctrica presenta componentes 
principales que verifican las formulas VII (E) [147]. : 


Consideremos un sincicio funcional no acotado en el que se 
encuentra espetado un microelectrodo en el espacio 
intracelular Igual que en el caso de la fibra, el estado 
umbral es en este caso un estado de despolarización único. 
Ocupa una región (esférica si el sincicio es homogéneo e 
isdtropo) cuyas dimensiones se pueden estimar en forma análoga 
a la que utilizamos para efectuar la estimación 
correspondiente en el caso de la fibra. (Si el sincicio es 
heterogéneo y anisótropo, como el electrodo es puntual, se 
puede plantear el problema en un espacio auxiliar para un 
sincicio homogéneo e isotropo, para luego retornar al espacio 
físico ocupado por el tejido en cuestión). fl perfil de 
despolarización supera necesariamente el umbral uniforme de 
membrana en toda una región, que en honor a Rushton y a Noble 


podríamos denominar región límite de Rushton-Noble. 
Desarrollando un análisis modal para un sincicio homogéneo e 
isdtropo se puede obtener, desacoplando el modo uno y 


procediendo como siempre, una fundamentación de la teoría de 
Blair y la formula de Lapicque-Hill para la excitación de 
sincicios mediante microelectrodos internos. 


Se obtiene de esta forma una expresión para la constante de 

tiempo del sistema e interno-sincicio excitable, 

de la forma ts = /q+ E TÍA 1) donde Am es la constante de 
To 


espacio del sincicio ( Am = fico HCp », Cm es la constante 


lineal 

de las membranas del sincicio¿y ro = ru + Am es la suma del 
radio de la esfera limite de Rushton-Noble y Pp Am , que mide 
el espesor del casquete esférico formado por la parte del 
continuo de membranas excitables comprendido entre la frontera 


de la esfera de Rushton-Noble (en donde el voltaje 
transmembrana es igual a UU >) y la superficie esférica de 
radio ro donde se' supone que v puede considerarse 


prácticamente nula. Los detalles sobre cómo calcular estos 
parámetros serán dados en otro lado. 


Para un sincicio funcional acotado, estimulado por un 
electrodo externo, tenemos una pluralidad de distribuciones 
umbral de la polarización de sus membranas. Como esta 
pluralidad de distribuciones de polarización ¡umbral se pueden 
considerar en forma ¡independiente de cualquier electrodo, 
tenemos aquí nuevamente un concepto que tra sciende el marco 
de la estimulación eléctrica de tejidos: un determinado perfil 
espacial de polarización en un sincicio funcional excitable 
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puede haberse originado por acción de la inervación 
reguladora, por un foco ectópico que se forme en condiciones 
apropiadas, por una acción de marcapaso originada en un grupo 
de células especialmente dispuestas a tal efecto, etc. 


Á cada distribución umbral le corresponde una región de 
Rushton- Noble en cuyos puntos. v debe superar a u: hay pues 
una infinidad de tales regiones, de tamaños y formas 
diferentes. Mientras que los límites de la región, allende la 
cual la polarización de las membranas puede despreciarse, son 
algo vagos, los límites de las regiones de Rushton-Noble estan 
definidos con precisión. Para que se genere un potencial de 
acción en un sincicio funcional o en una fibra, el voltaje 
transmembrana debe superar al umbral uniforme de membrana, 
según esto, en toda una región (si se trata de un sincicio) o 
en todo un intervalo (si se trata de una fibra).Cuando ésto no 
se cumple o se cumple en regiones demasiado poco extensas, la 
excitación fracasar. 


Ahora bien, algunas veces -sobre todo en ingeniería brmédias 
y en electrofisiología clínica- se piensa que si en una 
pequeña porción de una membrana excitable (digamos ocupada por 
un cierto conjunto más o menos reducido de canales iónicos).el 
potencial transmembrana local v aumenta: (la membrana se 
despolariza) hasta alcanzar un valor umbral u, entonces se 
debe generar allí un potencial de acción que, eventualmente se 
extenderá a toda la fibra o a todo el sincicio funcional. 


De acuerdo con los resultados que hemos obtenido, esta forma 
de pensar no esta' justificada: toda una región de un sincicio 
o toda una porción de fibra debe despolarizarse por encima del 
umbral uniforme de membrana para que la génesis de un 
potencial de acción sea posible. Esto tiene la ventaja de 
estabilizar a los tejidos excitables frente a las inevitables 
fluctuaciones emanadas de la estructura discreta de la 
materia, inclusive de la compleja estructura discreta de 


2. eo. . CA - 
canales iónicos que a nivel mesoscopico constituye el soporte 


de la excitabilidad (junto con la diferencia en la composición 
iónica de los espacios intracelular e intersticial). 


Basta con que un solo canal se abra -y los canales se están 
abriendo y cerrando permanentemente en forma aleatoria- para 
que se produzca una corriente medible que altera, aunque sea 
levemente, la distribución del potencial eléctrico local. Las 
regiones criticas aseguran que un considerable conjunto de 
canales distribuídos a través de una zona relativamente 
extensa deben cooperar para que la génesis de un potencial de 
acción sea posible. 

Si no fuera así la inestabilidad de los tejidos excitables les 
impediría cumplir con sus funciones fisiológicas. Eso es 
precisamente lo que debería observarse cuando en condiciones 
patológicas, las dimensiones de las regiones críticas 
disminuyen lo suficiente.- 
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(E) Epílogo 


Llegamos así al final de este trabajo. Presentamos un análisis . 
cualitativo de la dinámica del umbral para membranas 
uniformemente polarizadas y analizamos en profundidad los.- 


diferentes conceptos de umbral local de membrana. 


Caracterizamos las geometrías del campo de corriente eléctrica 


generado por un electrodo en el conductor de volumen 


equivalente a los tejidos por medio de desarrollos 


multipolares. Introdujimos el concepto de región de influencia * 
del electrodo sobre la fibra o el sincicio funcional blanco de . 
la excitación, para poder efectuar un análisis modal no lineal 


de las ecuaciones de campo que describen la interacción entre 


el tejido (fibra o sincicio funcional) y el electrodo : 


estimulador .- 


Introdujimos el conjunto de decaimiento, la pseudo variedad 


umbral y el conjunto amplificador en el espacio de 
configuración formado por las amplitudes de modo. Describimos 
la acción polarizante del electrodo mediante las proyecciones 
del factor de forma y analizamos el proceso de excitación en 
el espacio de configuración empleando la teoría de la 
estabilidad y de las bifurcaciones de los sistemas dinámicos, 
obteniendo así ejemplos. concretos y cuantitativos de la idea 


básica de familia de estados umbral. Trabajando con varios 


modos acoplados consideramos el bloqueo anódico por el cátodo, 


. la excitación anódica de cierre y la excitación catódica de 


apertura. Explicamos la EAC y la ECÁ en términos de una 
desestabilización de modos al superar la correspondiente 
amplitud umbral desestabilización "dura" de la amplitud 
correspondiente al estado de reposo). : ql 


Fundamentamos los modelos clásicos de uno y dos factores para 
la excitación y esbozamos su generalización en un nuevo modelo 
de tres factores. La idea original de funcional de excitación 
resulto fundamental en todo ese desarrollo, así como el uso de 
los sistemas rompientes de Vogel, la linealización de la 
dinámica en el conjunto de decaimiento y la aproximación de 
lapseudo- variedad umbral por una variedad lineal.- 


Obtuvimos diferentes expresiones analíticas para las curvas 
intensidsad-duración de membranas uniformemente polarizadas 


(cap 111), y para el caso tanto de fibras como de sincicios 
funcionales polarizados en forma no uniforme de tal modo que 
los parámetros globales del umbral utilizados en 


“electrofisiología clinica se expresan ¡en función de los 


parámetros locales utilizados en electrofisiologísa básica, de 
las dimensiones características del tejido (diámetro de la 
fibra, fracción de membranas y fracciones de volumen del 
sincicio funcional), de sus parámetros eléctricos 
(resistividad del citoplasma de la fibra, conductividades del 
continuo intracelular y del continuo intersticial del sincicio 
eléctrico), y de las características del campo de corriente 
generado por el electrodo estimulador en el conductor de 
volumen equivalente a los tejidos. 


Además, introdujimos la distinción entre excitabilidad global 
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y local, y entre respuesta eléctrica activa y pasiva.. 
Construímos un modelo del sistema electrodo-tejidos 
considerado como dipolo eléctrico (en el sentido de la teoría 
de circuitos) en el que relacionamos la polarizabilidad de la 
interfase electrodo-tejidos con .su dimensión fractalica, 
interpretando los parámetros de la impedancia de Drake. 

Analizamos las curvas intensidad-duración para pulsos 
estimuladores de voltaje controlado.Discutimos el incremento 
fisiológico del umbral. Introdujimos el "electrodo manzana" 
como representativo de los electrodos cóncavos. Analizamos la 
propagación de un potencial de acción en (un sincicio 


funcional. Empleamos una adaptación del métádo de Kompaneyetz- 


y la teoría de perturbaciones singulares para tener en cuenta 
los procesos de activación y de recuperación en las membranas 
excitables. Mediante el empleo del concepto de frente virtual 
relacionamos la velocidad de propagación con la curvatura 
media del frente, con los procesos de activación y 
recuperación, y con las propiedades de heterogeneidad y 
anisotropia (tal como aparecen expresadas en el tensor de 
dispersion eléctrica de las. membranas), en condiciones de 
propagación estable y autosostenida del potencial de acción. 
Exploramos las relaciones entre la curvatura media crítica 
para un frente convexo y las dimensiones críticas de la región 
de despolarización inicial, a partir de la cual se genera el 
potencial de acción, conectando de esa forma la posibilidad de 
propagación estable con la posibilidad de generación del 
potencial de acción. Discutimos la generalización de la idea 
de familias de estados umbral mas allá del marco formado por 
la estimulación eléctrica de fibras y sincicios mediante 


electrodos extratisulares. Obtuvimos una estimación para las. 


constantes de tiempo de fibras y sincicios funcionales 
despolarizados por microelectrodos internos. Planteamos la 
aplicación del concepto de familias de estados umbral para el 
estudio de la influencia sobre el proceso de excitación, en 
una fibra o en un sincicio funcional, de una distribución 
espacial arbitraria del voltaje transmembrana y de las 
variables de activación, recuperación y adaptación, originada 
en una distribución espacio-temporal de acciones sinápticas, 
en la actividad de grupos de células marcapaso, en los 
potenciales de campo producidos por la interacción eléctrica 
entre células vecinas o a través de la acción de mediadores 
químicos de acción difusa distribuídes en el espacio 
intersticial, en la actividad de focos ectópicos, ete. 


A lo largo de todo el desarrollo y la discusion final hemos 
relacionado los resultados teóricos con los datos 
experimentales ode simulación digital. De lo expuesto se 
desprende que generalmente ha habido buen acuerdo entre la 
teoría y el experimento. No obstante, la confirmación O 
rectificación de varios de estos resultados teóricos exige una 
contraparte experimental que hasta el momento parece no estar 
disponible. Es necesario, entonces, diseñar y llevar a cabo 
experimentos nuevos. Álgo de esto ya se ha comenzado a llevar 
a cabo para el caso de las fibras. 


Además de Jo que se refiere a nuevos experimentos, queda 
todavía mucho trabajo por hacer explorando las consecuencias 
de Jos resultados eaneslíticos obtenidos, apoyándose ahora en 


no 


L A 


procedimientos de calculo numérico y en técnicas de simulación 
digital.. Esto es particularmente cierto para los resultados 
sobre la propagación del potencial de acción. 


La idea de la región de influencia del electrodo y el empleo 
del métédo. de Kompaneyetz conllevan ciertas limitaciones que, 
por un'“lado, nos condujeron a estudiar la polarización de la 
zona blanco justo hasta el umbral, y por el otro nos 
condujeron -a considerar la propagación de un potencial de 
acción plenamente desarrollado. Quedo” fuera del alcance de 
nuestro análisis la descripción detallada de la transición 
entre un potencial de acción incipiente, que emerge de lo que 
hubiera sido una respuesta local, y un potencial de acción que 
se propaga ya en forma estable, en su plenitud. Este es un 
tema fundamental para estudiar en el futuro. 


No obstante, a través del presente trabajo se han aclarado 
varias cuestiones electrofisiologicas que permanecieron 
confusas durante muchos años. Asimismo se tienen nuevas bases 
para el desarrollo de una teoría fisicomatemática de la 
estimulación eléctrica de tejidos biológicos -—tanto fibras 
como sincicios funcionales- mediante electrodos externos, 
posiblemente utilizable en electrofisiología clínica, en 
terapéutica y en ingeniería biomédica. 


Desde un punto de vista estrictamente biológico, creo que 
debería investigarse más a fondo la cuestión de los estados 
umbral, comenzada a tratar en está memoria, pero que de alguna 
forma "está en el aire” desde hace cierto tiempo. Desde mi 
punto de vista, el concepto de familia de estados umbral puede 
llegar a presentar su mayor interés fuera del marco de la 
excitación de tejidos por electrodos externos, pese a que 
surgió en este último contexto. 


En particular, podría adaptarse a la descripción de otros 
fenómenos que parecen presentar umbrales, asociados al efecto 
de los campos electromagnéticos, distintos de la génesis de 
potencial de acción. La ¡investigación de esos efectos 
biológicos (Adey, 1981; Lawerence y Ádey 1982; Stuchly, 1989) 
es una de las áreas mas difíciles, interesantes e importantes 
de la biofísica contemporánea.- 
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